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المعرفة هى أصل الحضارة » 
والكلمة هى أصل المعرفة » 
والكلمة المطبوعة هى أهم مكون فى هذا المصدر . 
وقد كانت الكلمة المطبوعة ولاتزال أهم وسائل الثقافة والاعلام وأوسعها انتشاراً وأبقاها أثراً » حيث حملت إلينا 
حضارات الأم عبر آلاف السنين لتتولى الأجيال المتلحقة صياغة حضارعا وإضاءة الطريق بنور العلم والمعرفة 8 
والكلمة تبقى تجرد فكرة لدى صاحيها حتى تناح لها فرصة نشرها وترجمتها إلى لغات الآخرين » ثم توزيعها » وذلك وحدهة 
هو الذى يكفل لا أداء رسالتها . 


وعالم الكعب العلمية عالم رحب ممتد الآفاق » متسع الجنبات » والعلم لاوطن له ولاحدود » ويوم بحظى القتارئغ الغربى 
بأحدث الكتب العلمية باللغة العربية همو اليوم الذى تتطلع له الأمة العربية جمعاء . 


و|الدار الدولي للاستمارات الثقاية تشعر بالرضا عن مساهتها فى هذا المجال بتقديم الطبعات العربية للكتب العلمية الصادرة عن 
دار ماكجروهيل للنشر بمو جب الأتفاق المبرم معها , » مستهدفة توفير إحتياجات القارىء العربى أستاذاً وباحياً ومارساً . 


ومن جانبه آخر فنحن نمد يدنا إلى الجامعات العربية والمراكز العلمية والمؤسسات والميئات الثقافية للتعاون معنا فى إصدار 
طبعات عربية حديثة من الكتب والمرا جع العلمية تخدم التقدم العلمى والحضارى للقارىء العربى . 


والل ولى التوفيق ».» 


محمد وفائی كامل 
مدر عام 


الدار الدولية للاستثمارات الثقافية 


مقدمة الطبعة العربية 


يتميز العصر الحالى بتعقد المشكلات وتضخم المواره البشرية والمادية المتاحة وتعدد البدائل امختلفة لحل المشكلات . لذلك 
فقد ظهرت علوم بحوث العمليات لتقدم الصيغ العلمية والرياضية محاولة إيجاد المحاول المثلى لهذه المشكلات . ولقد ظهر العديد 
. من المراجع والكتب باللغة الإنجليزية وغيرها تتناول موضوعات وطرق وأساليب بحوث العمليات » إلا أن المكتبة العربية 
كانت إلى وقت قريب تفتقر إلى مثل هذه الكتب نما جعل بحوث العمليات مقصورة على قارق اللغة الإنجليزية فقط . 
لذلك فقد رأينا أن نقوم بمحاولة تقدي “كتاب شامل باللغة العربية مهم الطلاب كا يهم المتخصصين الذين يرغيون فى التزود 
ببذه الموضوعات لاستخدامها فى إيجاد الحلول لمشكلات أعماهم . وقد إخترنا هذا الكتاب ليكون ترجمة عربية كاملة لعلها 
تحقق الهدف الذى نسعى إليه . وقد حاولنا خحلال الترجمة أن نلعزم قادر المستطاع بالترجمات العربية التى وضعت من قبل للكثير 
من الاصطلاحات الانجليزية ما حاوانا إتجاد ترجمات معبرة ومفهومة لبعض الاصطلاحات التى لم تكن قد ترجمت من قبل ٠‏ 
وإننا لنتوجه بالشكر للزملاء الذين عاونوا فى إبداء الرأى العلمى فى الترجمات المستخدمة وكذلك الزملاء فى مؤسسة 
ماكجروهيل والسادة الدار الدولية للاستمارات الثقانية بالقاهرة على جهودهم الكبيرة لأخراج هذا الكتاب بهذه الصورة المشرفة . 
واخيراً نسأل الله أن نكون قد وفقنا فى إنجاز هذا العمل المتواضع لخدمة القارىء العرنى فى كل مكان . 


القاهرة حسن حستى الغبارى 
پایر ۱۹۸۸ 


مقدمة الطبعة الأُجنبية 


تعتبر بحوث العمليات - التى تبتم بالتخصيص الأمثل للموارد النادرة - فنا وعلماً على السواء . يتمثل الفن فى القدرة على 
التعبير عن مفاهم الكفاءة والندرة فى تموذج رياضى مدا تحديداً جيداً بالتسبة لموقف مغين » أما العلم فيتمثل فى اشتقاق 
العارق الحسابية سحل هذه الماذج الرياضية . وهذا الكتاب يقدم للقراء كلا من جانبى هذا الجال . 

ينقسم كلى فصل من فصول الكتاب إلى ثلاثة أجزاء . يتناول الجزء الأول عامة الطرق ؛ باستكناء الفصل الأول الذى م 
بالاقتصار على مفاهم البرمجة الرياضية ‏ ويحوى الجزء الثانى من كل فصل مسائل كاملة محلوله » بالإضافة إلى.توضيح:الأساليب 
القدمة فى الجزء الآول » وقد تزيد هذه المسائل على هذه الأساليب المقدمة كا قد تقدم نماذج لالات عملية لفهم طرق 
المرجة . أما الجزء الثالث والأخير من كل فصل فيحتوى على مسائل وحلوها النبائية » حيث يمكن للقاريء من حلاها الحكم 
على مدى تمكنه من المادة العلمية المقدمة , 

أما الكتاب نفسه فينقسم إلى جرئين أساسيين هما : 
البرمجة الرياضية » والطرق الاحتالية . يتكون الجزء الأول من الفصل الأول وجتى الفصل الخامس عشر ويتداول الطرق 
المؤكدة للبرمجة الخطية . الغير خطية ء الأغداد الصحيحة والديناميكية , بالإضافة إلى فصل عن تحليل الشبكات . وتعتبر 
الخلفية الرياضية عن جبر المصفؤفات. كافية لفهم المادة العلمية لهذا الجزء » بالرغم من الاحتياج ليعض أساليب التفاضل 
والمعادلات النفاضلية التى تحتاجها أساليب البحث غير الخطيه . ؤيتكون الجرء الثاني من الفصل السادس عغشر وحتى الفصل 
الرابع والعشرون ويتئاول موضوعات البرمجة الديناميكية التصادفية » نظرية الأشكال البيانية » نظرية القرارات » سلاسل 
ماركوف » ونظرية الصفوف . وكا هو واضح من عنوان هذا الفصل فإنه يمتاج إلى إمام مدق بنظرية الالحهالات. . 

وما كان التخصيص الأمثل للأموال:, القوى البشرية » والطاقة أو أي عامل من العوامل الأخجرى البادرة هو من الأهمية 
بالنسبة لمتخذئ القرارات فى أى نظام » لذلك فإن المادة العلمية لهذا الكتاب سقكون مفيدة للعديد من الأقراد فى التخصصات 
المتموعة . لهذا فقد صمم هذا الكتاب ليكون كتاباً للطلاب الباحثين غن مقدمة فى بحوث العمليات وكدليل ومرجع يحصل 
منه التخصصين على طرق وأساليب محددة . 

وأود أن أقدم الشكر لكل من ساعدوا فى جعل هذا الكتاب حقيقة ملموسة .:.وأخص بالتقدير الاقتراحات القيمة لناتالى 
روبير ودونالد بين فيما يختص بالفصلين الثالث عشر والتاسع عشر غلى التوالى » وبالمثل فإتنى أشكر مشاركة فاى كلين لكتابة 
الطبعة الأولى من الكتئاب . وكذلك دافيد بيكويث من هيعة شوم حيث شارك فى كثير من مواقع الكئاب فى تقديم الطرق 
وحل المسائل بالاضافة إلى إعداد الكتاب . 


ريتشارة برؤنسوة 
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ر الجزء الأول : البرمجة الرياضية ) .. 
PART 1: Mathemaileal Programming‏ 
1 الفصل الأول 
البرمجة الرياضية 
‘Mathematical Programming‏ 


OPTIMIZATION PROBLEMS  ةيلثمألا مشكلات‎ 


يبيحث الفرد في مشكلات الأمثلية عن تعظم أو تصغير كمية معينة تسمى « المدف » الذى يعتمد على عدد عدد من التغيرات 
كمدخلات . وقد تكون هذه المتغيرات مستقلة عن بعضها البعض » أو متعلقة ببفضها من خلال أحد أو مجموعة قيود . 


فال 9 - ١‏ المشكلة 
تصغير ‏ :' وبر + أي داج 
علما بان : 3 عد وير > وير 


2م 


(1-19 


هى مشكلة أمثلية للهدف ± . وتععبر التفيرادت من المدحلات #١‏ » اد مقيدة من ناحيتين : × يجب أن تزيد على بر ب 3 » أيضاً 2اد 
يجب أن تكون أكبر من أو تساوى 2 . والمطلوب إيجاد قم للمتغيرات من المدخحلات التى تجعل مجموع مربعاتها أقل ما يمكن » والمتوقفة على 
الحدود المفروضة بواسطة القيره . . 

البرنامج الرياضى : هو مشكلة أمثلية » يعلى فيها الهدف والقيود فى ضورة دوال رياضية » وعلاقات ( م فى مثال )١ - ١‏ . والبراج 
الرياضية المعالجة فى هذا الكتاب من الصيغة 


لاد أمثل : ( ہ۰۰۰ 2 f)‏ = 2۾ 
علماً بأن : Bln X2. ., Xa) bı‏ 
Bn Xa...) | = b,‏ 


En (xı, X2 ..., 3.) Da 


وتختوى كل علاقة قيود 8 فى ( ١ - ١‏ )على إحدى العلامات ج وخ ,ك . وتخطى البراج الرياضية غير المقيدة بالعادلات ر 71( 
كانت .كل دالة ,8 لها قيمة صفر » و كذللك كل ثابت ,8 له قيحة صفر . 


البراج الخقطية ‏ 520624305 مسد 


يكون البرناج الرياضى خطياً ( )١ -1١‏ إذا کان (ود,... روه رركا وکل من (مة....رونة )رع حيث 
(0,... ,2 ,1 = ) خطیاً فی حد ذاته » بمعنى أنه إذا كان 


ممه 


(~1) f(s Xa. In) = Ey E224 °° °F Cf 
ي‎ 


(۳-1( Bin 2... Xa) AX1 + @pK2 + °°° + Ann 


حيث یکون ر » (1,2,...,۸ =[ :1.2.2.88 ) رم ثوايت معطاه . 


وأى برناج رياضى آخر يكون غير خطى . لذلك فإن مثال ( ١ - ١‏ ) يصف برتامجاً غير خطى بالنظر إلى صيغة 2 


INTEGER PROGRAMS  ةحيحصلا برام الأعداد‎ 


.ع الأعداد الصبحيجة من البراج الخطية بالإضافة إلى أن المتغيرات من المدخعلات تكون أعداداً صحيحة . وليس من الضرورى أن 
ن مات ( ۱ - ۲ ) >( ۱ ¬ ۳ ) »والفوایت فی ( ۱~ ١‏ ) أعداداً مبحيحة » ولكنا غالباً ما تكون كذلك . 





البرا أنتربيعية  QUADRATIC PROGRAMS‏ 
د 7 
تعتر البرائج التربيعية من البرامج الرياضية التى تكون فيها القيود خحطية ‏ بمعنى أن دوال القيود تكون من الصيغة ( ١‏ - © ) س ولكن 
الهدف يد ن من الصيفة ْ 
LL‏ 8 5 
بدك بج + رحوتيه رج ب > (مت ١.‏ رولا برنت) أ[ 1 -4) 
ial jl ial‏ 
حیٹ یکر ٠ Cii‏ بم ثوابت معطاه . 
ويعتير الثال العطى فى ١ - ١(‏ ) تربيعياً ء لأن كلاً من القيدين خحطى » والمدف من الصيغة ( ١‏ - 4 ) باعتبار 2 > وم ( متغيرين ) » 


1 عديينه ا حريه ديرت ,1 ع ررم 5 0 ع يك ع رك 


صياغة المشكلة  PROBLEM FORMULATION‏ 
تقرر مدكلات الأمثلية غالباً فى صورة كلامية . وتحدد طريقة الحل فى تصوير المشكلة فى صورة نموذج لبرناج رياضى » ثم بعد ذلك حل 
هذا البرناج بالأساليب الموصوفة فى الفصول من ۲ حتى ١5‏ . ويوصى باستخدام المدخل التالى فى تحويل المشكلة من الصورة الكلامية إلى 

البرناجج الرياضى . 
الخطوة 1 : حدد الكميات التى تحتاج إلى القم المثلى , وعبر عنها بدوال رياضية . يساعد هذا الاجراء فى تحديد المدخلات من المتغيرات . 
الخطوة 2 : عرف الطالب » والقيود » والحدود ء وعير عنها رياضياً . وتُكَوْن هذه المطالب القيود المفروضة . 


الخطوة 3 : عر عن أى ظروف أحرى غير ظاهرة »> ومثل هذه الظروف لم يشترط عليها بالقطع فى المشكلة » ولكنها تكون ظاهرة من 
الصورة الطبيعية فى الخالة الى يُصمم ها الموذج . وبوجد عام .. فإنها تتضمن عدم وجود القيمة السلبية » أو الالترام بالأعداد 
الصحيحة فى المدخلات من المتغيرات . 


س ۹ س 


SOLUTION CONVENTION اليل التقليدي‎ 


تبحث فى كثير من البراج الرياضية عن ٠‏ حل ٠‏ . وفى حالة وجود حلول مثلى متساوية » فإن أحدها يكفى . ولا يوجد تفضيل بين هذه 
الحلول الل المحساوية إذا لم تكن هناك قيود تفضيلية مشروطة . 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


يقوم محل الجزارة بالقرية بعمل شطائر اللحم التقليدية بتكوين من لحم البقر وللحم الماعز , يحتوى لحم البقر على ١٠م‏ ف المئة من 
اللحم »و ٠‏ فى العة من الدهون . ويكلف الحل ۸٠‏ ستتاً لكل رطل » ويحتوى لحم الماعز على 18 فى الحة من اللحم و 65 
فى الئة من الدهون . ويكلف امحل ٠.‏ سنتاً لكل رطل . ما هى كمية اللحم من كل نوع التى يجب أن يستخدمها امحل فى كل 
رطل من شطائر اللحم إذا كان المطلوب تصغير التكلفة إلى الحد الأدنى » والحفاظ على نسبة الدهون . بحيث لا تيد عن 75 فى 
العة ؟ 
المدف هو تصغير التكلفة ر( بالسنت ) »> ± ٠‏ لكل رطل من شطائر اللحم حيث 
0 2 ضعفا وزن لحم البقر المستخدم » بالإضافة إلى ٠‏ ضعفاً وزن لحم الماعز المستخدم . 
وبتعريف 
وزن للحم البقر المستخدم فى كل رطل من شطائر اللحم © يبر 
وزن لحم الماعز المستخدم فى كل.رطل من شطائر اللحم يبر 


فيمكن تعريف الهدف کا بل : 


تصغير : 60×2 + 80×1 داج ع( 


يحتوى كل رطل من شطائر اللحم على :20 رطل من الدهون من لحم البقر » وكذلك على 22 رطل من 
الدهون من لحم الماع . ويجب ألا يزيد امحتوى الكلى من الدهون فى كل رطل من شطائر اللخم عن 0.25 رطلا . 
لذلك ٠‏ 


x2 = 5‏ 0.32 + ,0.20% و 


ويجب أن يكون وزن لحم البقر وا ماع مجتمعين فى كل رطل من شطائر اللحم هو رطلاً واحداً . لذلك فإن 


1 عيبر بير 


زطق 
وف النباية فإن محل الجزارة يجب ألا ب تخدم كميات سالبة لكلا النوعين من اللحم » كذللك فإن القيدين غير الظاهرين ها 
ا > #0 ٠‏ وبتجمیع هذه الشروط مع (۱) ۰> (۲) » (۳) محصل على 

2 = 80x1 + 60x2 +: تصغیر‎ 

علما بأن  :‏ 20.25> يبد 0.32 +020 (f)‏ 


x= 1‏ + وعد 
مع اعتبار أن كل المتخيرات ليست سالبة 


ياوا سه 


oR 


۳-۹ 


يعتبر البرناج (4) برناجاً حطياً . ولا كانت امتغيرات أثنين فقط ٠‏ فإنه يمكن الحل بالرسم . 


حل البرنا الخطى ( 4 ) للمسألة (1 - ١‏ ) بالرسم 
انظر شكل ١ - ١(‏ ) . المنطقة الممكنة ب فة النقط (2× ,1) يحققون جميع القيود بما فيها شروط اللاسلبية ‏ هى المنطفة 


الممثلة بالخط الثقيل فى الشكل . ولتحديد:*2 غ أصفر قيمة ل 2 » فإننا نأخذ قيمة اختيارية ل 2 ونرسم الرسم البيافى بهذم 
القيمة . فباحتيار 70 z=‏ ثم 5 - 2 نحصل على الأهداف 


70 = 80x, + 60x2 و‎ 75 = 80x + 60x2 


على التوالى . وهذه الرسومات البيانية هى الخطوط المنقطة فى الشكل ( )١ - ١‏ . ومن الملاحظ أن *2.ستفرض عند أعلى 
نقطة فى المنطقة الممكنة » وهى تقاطع الخطين : 
1 يدجي و 25 - وب 0.32 + x‏ 0.20 


u 
× = 7/12, ×3 = 5/12 وبحل هذين المعادلتين انيا ينتج‎ 


z* = 80(7/12) + 60(5/12) = 71.67 ¢ 






0.20 x, + 0.32 x2 = 0.25 


بمتلك أحد صناع الأثاث 6 وحدات من الخشب عر 28 ساعة من الوقت يستغلها فى صنع شاشات ديكور . وقد باع نوعين 
منبا فى الماضى ٠‏ ولذلك فإنه سيقيد نفسه بهما . ويقدر أن النوع الأول يحتاج إلى وحدتين من المدشب و7 ساعات + بيا تاج 
النوع الثانى وحدة واحدة من 1 المخشب و 8 ساعات . وتقدر أنمان النوعين ب 0 دولاراً » وا80 دولارا على التوالى ٠.‏ كم عدد 
شاشات الديكور من كل نوع يجب أن يقوم بتصنيغها إذا أراد تعظم العائد من المبيعات ٠‏ 


اننا يو أنه 


المدف هو تعظم عائد البيعات ( بالدولار ) والذى يرمز له بالرمز 2 : 
0 = 2 ضعا العدد من النوع الأول من شاشات الديكور المنتجة » بالاضافة إلى 0 ضعفاً العدد من النوع الثالى من الشاشات 
المنتجة . 
إذا كانت : 
العدد من النوع الأول من الشاشات المنتجة > رب 
العدد من النوع الثانى من الشاشات المنعجة > يعر 
تعبر عن الهدف 5 يل 


تعظم : 80×2 + ,<120 = 2 00 


ويقع على الصانع قيد فى كمية الخشب . ونظراً لاحتياج كل شاشة اشة من النوع الأول إلى وحدتين من المنشب » فإن ر2 
وحدة عشب يجب أن تخصص لم » وبالخل » :1 وحدة خشب يجب أن تخصص لكل شاشة من النوع الثافى . 
من ثم فإن قيد الخشب يكون : 
6 > يبر + 2 20 
؟ا يتعرض الصانع إلى قيد الزمن » تستبلك شاشات النوع الأول ,7 ساعة » وشاشات النوع الثانى وبد8 ساعة » لذلك : 
(YF)‏ 
7x, + 8x2 = 28‏ 
ومن الواضح أنه لا يمكن إنتاج كميات سالبة من الشاشات » لذلك فإن القيدينٍ غير الظاهرين هما x0‏ و 
0× . وحيث حيث إنه لا يوجد أى عائد من الاستكمال الجر للشاشات » فإن هناك قيداً آخر غير واضح هو أن ,د و يد 
تکونان أعداداً صحيحة . 


وبتجميع هذه القيود غير الواضحة مع ( ١‏ ) » ( 7 ) و ( ؟ ) نحصل على البرناج الرياضى : 


z= 20x, + 8022 : تعظم‎ 


علماً بأن : 2 6 ©ديعر + س2 )٤(‏ 
8x25 28‏ + 71 


باعتبار أن كل المتغيرات غير سلبية وأعداد صحيحة . 


يعتبر البرناج ( 4 ) برناتجاً للأعداد الصحيحة . ولا كان هناك متغيران فقط ٠‏ فإنه يمكن الحل بالرسم ٠‏ 


2024-9 أوجد الحل بالرسم لبرنامج الأعداد الصحيحة ف المسألة ١‏ - * 


انظر شکل ( ۱ ۳ ۲ ) . تحدد المنطقة اللمكنة بمجموعة نقط الأعداد الصحيحة ( الموضحة بعلامة »ا ) داخخل المنطقة المظللة . 
وتبين المنطقة المنقطة خطوط الدالة المدفية عندما تكون 2 اختيارية » وتعطى القم .380 ,330 ,240 . ومن الملاحظ أن 
خبط 2 عند النقطة (3,0) سيعطى الحد الأعلى المطلوب . لذلك فإن صانع الأثاث يجب أن يصنع * وحدات من التوع 
الأول فقط » ولا يصنع أى وحدة من النوع الثافى للحصول على أكبر عائد . 


$360 = (80)0 + (120)3 = °± 
من الملاحظ أن هذا الحل الأمئل لا يمكن تحقيقه بحل المسألة كبرناج خطى ( نفس المسألة دون اعتبار قيد الأعداد 
المنحيحة ) » ثم إيجاد أقرب نقطة أعداد صحيحة ممكبة . وف الحقيقة فإن المنطقة الممكنة للمسألة كبرناج خطى تظهر مظللة ى 


با ب 


الشكل ( ١‏ - ؟) . لذلك فإن الحل الأمثل يحدث عند نقطة الدائرة الركنية » ولكن أقرب نقطة أعداد صحيحة هى 
٠ 2,1‏ وقيمة الدالة المدفية $320 = (80)1 +(120)2 = ۾ »أو أقل من النقطة الحقيقية . 


تعطى المسألة رقم ( ۷ - ۸ ) حلا آخر للمسألة ( ١‏ - ۴) . 





٠-١‏ تقوم شركة مناجم بتشغيز ثلاثة مناجم بفرجينيا . ويفصل الخام من كل متجم إلى درجتين قبل الشحن . وبين الجدول التالى 
الطاقة الإنتاجية اليومية للمناجم » وكذلك التككلفة اليومية 













خام عالى الجودة 


تكلفة التشغيل خام قليل الجودة : 
١ 000‏ دولاد / بوم طن / يوه طن / يوم 
20 
22 


وقد الترمت الشركة يتسليم 54 طناً من الخام العالمى الجودة » و 65 طاً من القليل الجودة فى نباية كل أسبوع . © أن للشركة 
تعاقدات مع العمال تضمن لها تواجد العمال بطول اليوم أو جزء من اليوم أثناء فتح المنجم . وحدد عدد الأيام التى يجب أن 
يعملها كل منجم خلال الأسبوع المقبل للوفاء بالترامات. الشركة بأقل تكلفة ممكنة ؟ 


أفرض > رود ,2« ,#1 على التوالى تمئل عدد الأيام التى سيعمل فيها المناجم رقم ١‏ ۰ ۲ ۳ خلال الأسبو ع المقبل , لذللك 


فإن الهدف ( مقاساً بوحدات ألف دولار ) هو 
تعظم 0١ 2 = 20× + 22×2 + 18×  :‏ 
المطلب من الخام العالى الجودة هو : 
4xı + 6x2 + x3 = 54‏ 8 
والمطلب من اام القليل الجودة هو : 


5 وند6 + 4 + رير4 4 


ولا كان أى من الناجم سيعمل عنداً سالباً من الأيامء فإن هناك ثلاثة قيود غير واضحة هى : 
x0, x0.‏ ,0= ء بالاضافة إلى ذلك .. لما كان أى من المناجم لا يعمل أكثر من سبعة أيام » فإن هناك ثلائة 
قيود غير واضحة هى : x57, x7.‏ ,7× . وف الهاية فإنه بالنظر إلى عقود العمال » فإن الشركة لا تجد أى 
فائدة من تشغيل العمال أجزاءً من اليوم , وبالتالى فإن : 3 ,22 ,دل . من المطلوب أن تكون أعدادا صحيحة . وبتجميع هذه 


القيود غير الواضحة مع )١(‏ » (۲) » (۴) لعصل على البرناج الرياضى : 


تصغير : 18×5 + 22×2 + 20x,‏ = ۾ 
علما بان : 54 × +6×2 + 4x,‏ 


4x + 4x2 + 6x = 65 
x =7 
X2 = 7 

x= 7 


كل المتغيرات غير سالبة وأعداد صحيحة . 


ويعتبر الفوذج (4) تموذجأ للأعداد الصحيحة . ويحدد أسلوب حله فى المسألة ولاس 4 ). 


يبدأ أجد الصناع الأسبوع الأخير من الإنتاج فى تصنيع صناديق خشبية لأجهزة التليفزيون موديلات ,10 ,151 ,11 ,1 
وكل منها يجب أن يُجمع . ثم يُعمل له الديكور اللازم . وتحتاج هذه الموديلات إلى, 4 » 3:5 » 5 ساعات على التوالى 
للتجميع » وكذلك 2 1,5 ٠‏ 3ء 3 ساعات على التوالى لعمل الديكووات . وتقدر الأرياح من الوديلات الختلفة د 7 » 
7 6 9 دولارات على التوالى . والوقت المتاح للصاتع لتجميع هذه النعجات هو 000 30 ساغة ( 750عامل تجميع 
يعملون 40 ساعة / أسبوع ) وكذلك 20000 ساعة وقت متاح لعمل الديكورات ( 500 عامل ديكور يعملون 40 
ساعة / أسبوع ) . ماهو العدد الذى ينتجه الصانع خلال هذا الأسبوع الأخمير لتعظم الربح ؟ مع افتراض أن كل الوحدات 
المنتجة ستباع . 


الحدف هو تعظم الربح ( بالدولار ) » والذى يرمز له باارمز ج ء مع اعتبار أن : 


العدد من الموديل رقم 3 للنتج فى الأسبوع 2 
العدد من الموديل رقم 11 المنتج فى الأسبوع ‏ دري 
العدد من الموديل رقم IH‏ المنتج ف الاسبوع ع وير 


لاوج ده 


العدد من الموديل رقم 17 المنتج فى الأسبوع عد بير 
ويمكن صياغة المدف على النحو التالى : 
تعظم : 9×4 + و6 + 7×2 + ر×7 = 2 220 


وتوجد قيود على الوقت التاح الكلى للعجميع » وأيضاً لعمل الديكورات يمكن أن نضعها فى الفاذج : 


(9 4x, + 5x2 + 3x + 5x4 = 30 00 
02 2x, + 1.5×2 + 3× + 3×4 = 20 0 


وحيث إنه لا يمكن إنتاج كميات سالبة » فإن هناك أربعة قيود غير واضحة هى : (4 ,1,2,3 =) 0= بد . وبالاضافة 
إلى ذلك » حيث إن هذا الاسبوع هو الأخير فى الإنتاج » فإن المنتجات غير النتبية فى نباية الأسبوع ستظل بدون تحقيق أى 
عائد . ولتجنب هذه الاحتالات » فإنه من المطلوب تحديد قم سی لکل يتفز ٠‏ وبتجميع هذه القيود غير الواضحة مع 
(۱) ۰ (۲) » (۳) محصل على البرناج الرياضى : 


z = xı + 7x2 + 6x3 + 9X4 


¢) 4x + 5× + علماً بان ¦ 30000 ك ×5 + ر×3‎ 
2x + 15x2 + 3x3 + 3x4 = 20 0 


كل المتغيرات غير سلبية وأعداد صححيحة . 


الموذج (4) نموذج أعداد ضحيحة ؛ وحله محدد فى المسألة رقم 5 - 4 . 


۷-١‏ تنتج شركة أزتك للتقطور نوعين من الجازولين عادى ومتاز » وتبيعهما لسلسلة مراكز الخدمة بها بسعر 212 14 دولاراً للبرميل 
على التوالى . ويخلط النوعان من مستودعات الشركة لزيوت الخدمة ومستودعات الزيوت الأخرى لمقابلة المواصفات التالية : 





خصائص الزيوت فى المستودعات هى :. 


3 | امرون رقم | فط 
برميل /5 برميل الأكين البخاو 

0 25 87 40000 
15 98 60 000 


— ۳ 









مستودعات زيوت الخدمة 
هستودعات زیو ته أخرى 


ماهى الكميات من نوعى الزيوت التى يجب أن تخلطها الشركة مع نوعى الجازولين لتعظم الربح الأسبوعى ؟ 


اعتبر أن : 

عدد براميل زيوت الخدمة المخلوطة مع الجازولين العادى وير 

عدد براميل الزيوت الأخرى الخلوطة مع الجازولين العادى ‏ > يبر 

عدد براميل زيوت الخدمة الخلوطة مع الجازولين الممتاز x=‏ 

عدد براميل الزيوت الا خرى الخلوطة مع الجازولين الممتاز مير 
يمكن إنتاج كمية 2× + د من الجازولين العادى تحنق عائداً (و* +:)12 ؛ ويمكن إنتاج كمية ويد +5 وذلك من 
الجازولين الممتاز تخقق عائدا (ميد +14)<5 . وتستخدم كمية زيوت خدمة وي + ركد بتكلفة (إوبد +:*#)8 | ؟؛ وكمية 
زيوت أعرى بد +× بتكلفة (ه× +15)*2 . الربح الكلى 2 يقدر بالعائد الكلى » مطروحة منه التكلفة : 


تعظم 6 14(x3 + x4) ¬ 8) + x2) ¬ 152 + x}‏ + زوم +121 د جع 


ونا - و6 + ج36 +- 4e‏ کد 0 
وهناك قيوداً مفروضة على الإنتاج مثل الطلب ‏ إمكانية الامداد ومواصفات الخلط . وعن حالة الطلب : 

( أعلى طلب للعادى ) 100000 كديب + بعر زفق 

( أعلى طلب للمتاز  )‏ 20000 كدمند جوع 2 

ر أقل طلب للعادى ) 50000 جد يد + مد ©( 

( أقل طلب للمتاز  )‏ 5000 =× + وير () 

وعن إمكانية الامداد : 

( زيوت خدمة ) 40000 ع وير + يي (MW‏ 

( زيوت أخرى  )‏ 60000 ع وير + ند 02 


تحدد مكونات الخلط رقم الأكتين » طبقاً لنسبتها امكوية بالوزن » وبامثل بالنسبة لضغط البخار ‏ لذلك فإن رقم الأكبين للعادى 
هو : 


87 X1 X2 
Xi + x2 Xi f x2 





والمطلب ليكون هذا الرقم هو 8م على الأقل يؤدى إلى : 


(A) xı~ xz 0‏ 
وبال ؛ نحصل على : 
( قيد رقم أكتين الممتاز ) 5x450‏ - و6 9ن 
( قيد ضغط البخار للعادى ) 50 2x: — 8x2‏ 22 
ر قيد ضغط البخار للمتاز ) 8×40 -2×3 )1( 


بضم القيود من )١(‏ حتى (11) مع الأربعة قيود اللاسلبية ( غير الواضحة ) للمتغيرات الأربعة » نحصل على البرنامج الرياضى : 


ص 


2 = 4x ¬ 3x2 + 6×3 ¬ ×4 : تعظم‎ 
xı x2 2100000  : علماً بأن‎ 
x+ xs 20 000 
1 + = 40000 
x2 + دوعر‎ 60 000 
00 xı ¬ 10x2 > 0 
6xa~5xa=s 0 
2x1 8x > 0 
>ببرق-وع2‎ 0 
xı+ X2 > 50 000 


0 »× جيير 
عل المغيرات غير سلبية 


اليوذج )١5(‏ برنا. خطى وحله قد حُدد فى المسألة (4 - ۷) 


1-م يعتزم أحد الرحالة القيام برحلة إلى معسكر ؛ ويرغب الرحالة فى أخذ ه أشياء معه , ولكن مجموعها يزيد على +” رطلاً ؛ وهو 
الوزن الذى يستطيع حمله . وللمساعدة فى حل هذه المشكلة فقد رتب الأشياء ترتيبا تصاعديا طبقا لأهميتها بالنسبة له : 


مه 
»ا »اس 


ماهى الأشياء التى يجب أن يأخذها معه لتعظم القيمة الإجمالية » دون زيادة الوزن الكلى عن الحدد . 










افرض (1,2,3,4,5=) »× تمثل الكمية من التى يأخذها معه . يمكن صياغة الهدف على النحو التالى : 
تغظم : 15×5 + 15×4 + 100x + 60x2 + 70x‏ = ۾ 00 


: قيد الوزن هو‎ 
(9 52x1 + 23x2 + 35x3 + 15x4 + 7x5 = 6Û 


ولا کان أى شىء من الأشياء سيؤنحذ أولا يؤخذ كلية » فإن قيمة أى متغير سعكون صفراً أو واحداً . ويطبق هذا الشرط إذا 
كانت قم المتغيرات لأسلنية » وليست أكبر من واحد » وتكون أعداداً صحيحة . بضم هذه القيؤه مع (1) ؛ (؟) نحصل على 
البرناجج الرياضى : 
تعظم : 15×5 + 70x3+ 15x4‏ +ج<60 +100 عدج 
علماً بان¡ 60 33x2 + 35 + 154+ 7x‏ + 52% 
x . 1‏ 


06 


x2 ا‎ 


لما 

س 

A 
سم یم سس‎ 


xa 


الفوذج (6) إرناج أعداد صحيحة » وحله مُحدد فى المسألة ٩‏ - ۷ ) » ومرة أخرى فى للسألة ( ١١ > 1٤‏ ) . 


4-9 سوق تجارى يعمل 4؟ ساعة يحتاج الأعداد التالية من عامل الخزينة كحد أدلى 





تتبع الفترة رقم 6 الفعرة رقم 1 مباشرة . يعمل كل عامل خزينة .4 ساعات متتالية ابتداءٌ من أى فترة من الفترات الست . 
حدد ورقة تشغيل موظفين يومية بأقل عدد ممكن منهم وتفى بالمتطلبات . 


افرض (6 ,1,2 >0 د لتساوى عدد عاملى الخزيئة الذين يبدأون العمل فى أول الفترة غ . يمكن صياغة 
المشكلة فى البرناج الرياضي . 


2 = ور د وز‎ x3} Xa + s+ xg 
xı + x= 7 : علما بان‎ 
وعد + ويد‎ > 20 
0) 2+ و‎ = 14 
وك‎ + ×4 2-20 
و ولا‎ = 10 
جوج جدود‎ 5 


كلى المتغيرات لأسابية وصحيحة 


الموذج )١(‏ برناج أعداد صحيحة » وجله محدد فى المسألة (5 - 5 ) ٠‏ 


٠١ - ١‏ بتلك محل جبن 20.رطلاً من خليط الفواكه » و 60 رطلاً من الجبن الغالى الشمن سيقوم باستخدامها فى تصنيع نوعين من 
الجبن » نوع ماز وآخر عادي ٠»‏ وذللك أثناء أسبوع العيد . 
يتكون كل رطل من الجين الممتاز من 0.2 رطلاً من خخليط الفواكه , و 0.8 رطلاً من الجبن الممتاز » بينا يتكون كل رطل من 
الجبن العادى من 0.2 رطلا من خليط الفواكه » و 0.3 رطلاً من الجبن الممتاز » وكذلك 0.5 رطلاً من جين آخر أرخص ثمنا 
ومتوافر بالسوق . وقد وجد امحل من سياسات التسعير السابقة أن الاحتياج من كل نوع من اين انتج هو : 


12 ر25 -190 ع‎ and D, = 250 - 50P, 


حيث إن 2 ترمز إلى الاحتياج ( بالرطل ) ؛ و ص ترمز إلى السعر ( دولار لكلى رطل ) » والرموز 2,1 تدل على الممتاز 
والعادى على التوالى . ماهى كمية الجبن من كل نوع يقوم بإعدادها الحل » وما هو المن الحدد إذا أراد زيادة الدخل إلى اللحد 
الأعلى » دون ترك أى منت بالخزن. .فى نبأية أسبوع العيد ؟ 


داهج دم 








افرض إنتاج :2 رطلا من الجين الممتاز» و دبد رطلاً من العادى » ومع افتراض بيع كل الإنتاج » فإن الهدف يكون : 
تعظم : Pıxı+ Pax‏ = 2 )0 


والان فإن كل الإنتاج المطلوب سباع ( ولن تتبقى أى كمية ف الزن ) إذا كان الإنتاج لن يزيد عن الاحتياج » معنى أنه إذا 
كانت „x XS Dı‏ و كدوج “ وهذا يعطى القيود 5 


x2+ 50P2 = 250‏ و 10 = 25P,‏ + يبر 2 
من كميات خليط الفواكة المتاحة : 
' 20 5ك و 0,2 + ,0.2 2( 
ومن كميات الجبن الغالى الثمن المتاحة 
0 ك يد0,3 + 08x‏ 2 
٤ 8 ۴‏ ا 14 1 5 
ليس هناك أى قيد على كميات الجبن الآخخر الأرخخص ثمناً ؛ حيث يتلك امحل كل الكميات المطلوبة » وفى النباية فإن كلا من 


الإنتاج والأثمان لايمكن أن تكون سالبة » لذلك فإن أربعة فيود غير واضحة هى : 0 عدر ,20 ور ,0 توعد ,0< ربد 
بتجميع هذه الشروط من )١(‏ حتى (4) نحصل على البرنائج الرياضى : 


تعظم : . Px + Pox‏ = 2 
علماً بأن : 20 ع 02+ 02x‏ 6 
60 ك5 .0 + ربدة.0 


x1 + 25Pı = 0 
X2 + 50P = 250 


كل المتغيرات لاسلبية 
الموذج )٥(‏ برناج تربيعى ف المغيرات ر۲ بإ ,و ردك » ويمكن تبسيطه إذا علمنا أن لأى قيمة ثابته مواجبة 


ع ود تريد الدالة المدفية كلما زاد ,م أو و2 » لذلك للحصول على أكبر قيمة :2 22 يجب أن يصبح الشرط 
(۲) معادلة » وبذلك يكن حجذف × و ,× من الدالة الخدفية . نحصل بعد ذلك على برناج تربيعى فى 


تعظم 0.02x2)x2  :‏ ~5( + ع( 7.6-004) سدع 
علما بان : + 0.3 9ه 
0.8xı + 0.3x 560‏ 


حيثك × و دج متغيرات لاسلبية 


حيث يمكن حله بسهولة بواسطة الرسم 


س ۹ س 


1١-15 


x2 





0.8x, +0.3x2= 60 


20 ع وبر 0,2 + رع 0.2 





J5 


س 
شکل ۴-۹٩‏ 





عل بالرسم البرناج التربيعى (5) فى المسألة ٠١ - ١‏ 
لأغراض الرسم » فإنه من المناسب استكمال المربع: فى الدالة الهدفية 
تعظيم : 257 ~2( 0,02 ~95 - م 0.04 - 673.5 حم 
ومذا يكاقء : 
تصغير  :‏ 125(2 - )0:02 + *(95 - :)0.04 = '2 22 
ولا كانت القيود خطية » فإن المنطقة المجددة تكون محدودة بخطوط مستقيمة » وتظهر مظللة فى الشكل ( ١‏ - ؟ ) . ولأى 
قيمة محددة ‏ و تحدد المعادلة )١(‏ شكلاً بيضاوياً مركزة (125 , 5 » وشكلين بيضاوين يظهران فى الشكل 
( 5-1 ) كمنحيات منقطة . القيمة الصغرى “2 تناظر هذا المدحنى البيضاوى المحدد بالمعادلة )١(‏ الذى يلامس الفط : 
0 - 0.2 + :0.2 2 


لإيجاد نقطة التلامس . يمكن مساواة الميول للخط والبيضاوى 


(95 :)2 _ ے d2” _ 4x2‏ 
5و ا ل n‏ 


NYE 


وبالتفاضل الضمنى ل )١( » )١(‏ على التوالى نحصل على : 


2-5 > وير 222 


وبحل (5) ١‏ (©) آنيا نحصل على الحل الأمثل للمسألة ١-5‏ 


( رطل جبن متاز) 55 - وير 
( رطل جبن عادى ) 45 - وير 


۲-4 يمتلك صانع بلاستيك: 1200 صندوق من المادة الشفافة فى الخرن فى أحد المصائع » و 1000 صندوق فى مصنع آخر . تلقى 
الصانع طلبات إنتاج من ثلاثة عملاء بالكميات 500 ,700 ,1000 صندوق على التوالى . تكلفة نقل الوحدة الواحدة 
( سنت / صندوق ) من المصانع إلى العملاء هى کا بى : 





حدد جدول تكلفة النقل الصغرى التى تفى بالطلبات من الخازن الحالية . 


بكتابة (1,2,3=ز ;1,2=) بع للدلالة على عدد الصناديق المتقولة من المصنع : إلى العميل از نحصل على 
الهدفٍ ( بالسنت ) 


تصخير : 1225 + مو13 + رودة1 + و11 + ورع13 + ررند14 عع 


ولا كانت الكميات النقولة من المصانع لاتريد عن الموجودات 


( منقولات من مصنع ۱ ) 0 5ك وربر + جوع + xı‏ 
( منقولات من مصتع ۲ ) 1000 ک ور× + رر× + د 


بالإضافة إلى ذلك .. فإن الكميات الكلية المرسلة إلى العملاء يجب أن تفى باحتياجاتهم » ومن ثم : 


( منقولاث إلي عميل ١.‏ ) 1000 2 روج + × 
( منقولات إل عمیل ۲ ) 700 × +× 
( منقولاث إلى عمیل ۳ ) 0 xa + x=‏ 


وحيث إن الموجودات الكلية هى 1000 + 1200 مساوية الاحتياج 500 +700 +1000 »> وكل متباينة من القيود 
يمكن تحويلها إلى متساوية . وبهذا » وباعتبار الشروط غير الواضحة أنه لا توجد منقولات سالبة » وأنه لا يمكن فصل صندوق 
منفرد للنقل , فإننا نحصل على البرنامج الرياضى : 


۸ عم 


تصغير : ج127 + ×13 + ×13 + ور×11 + ورعرة1 + 14 ع عر 
علما بان : 20 = ودع + درك + بويد 
x21 + x22 + x2 = 1000‏ 00 
Xn + X21 = 1000‏ 
700 = يوجر + x2‏ 
0 = ووی + X13‏ 


كل المتغيرات لا سلبية وصححيحة 


الموذج )١(‏ برنامج أعداد صحيحة » وحله محدد فى المسألة 'ا - * » ومرة أخرى فى السألة م - 5 . 


۴-١‏ محتاج فريق سباحة ٤٠٠‏ متر تتابع إلى أربعة سباحين يسبح كل منهم ٠٠١‏ متر ظهر » وصدر » وفراشة » وحرة . يتوفر لدى 
المدرب ستة سباحين مسرعين يسبحون بازمنة متوقعة ( بالثوانى ) منفردين ج فى الجدول ( )١ - ١‏ 





)١ - ٩ ( جدول‎ 


كيف يمكن للمدرب تعيين الأربعة سباحين للسباق لتصغير مجموع زمن السباق ؟ 
الهدف هو تصغير زمن السباق الكلى الذى يرمز له بالرمر ± ع باستخدام الخغيرات الثنائية الترميز 
Cw =2, ...,6 j= 1,2,34‏ للدلالة على عدد المرات التى يعين فيبا السباح ٠‏ فى السباحة ثر يمكن 


صياغة المدف کا لى : 


2 = 65x + 3x2 + 63x13 + 57x14 + 67x2 + °°° + 66x62 + 59¥ : تصغير‎ 


وحيث إنه لايمكن تعيين أى سباح لأكثر من سباحة واحدة : 


1 ع ميج دور Xn Xia‏ 
X24 S1‏ + جوج + جوز + ريير 


X63 + X64 22 1‏ + يمه + Xe‏ 
وحيث إن كل سباحة منفردة يخصص لا سباح واحد فقط » نحصل على : 


ل لد 


Xn X21 F X31 + ع رويد + يوعد + رمع‎ 1 


xg = 1‏ + يوبا + موعد + موز + مود "مركا 


باجهاع هذه العشرة قيود مع المدف والشروط غير الواضحة » وهى أن المتغيرات لاسلبية وصحيحة يتكون برناج أعداد 
صحيحة » يتحدد حله فى المسألة ٤ - ٩‏ . 


14-9 ترغب إحدى شركات البترول فى بناء حطة تكرير يع إمدادها من ثلاثة موانىء . يقع الميناء 8 .5+0 شرقاًءو ..4] شالاً 
من الیناء ۸ بيا بقع الميناء © ٤٠١‏ شرقاًء و ۰ جنوباً من اليناء 8 . حدد موقع محطة التكرير » بحيث 
تكون الكمية الكلية من الأنابيب المطلوبة للتوصيل بين محطة التكرير وهذه الموانىء أقل مايمكن . 


400 50 600 700 


4-١ شكل‎ 





الهدف هو جعل مجموع المسافات بين بحطة التكرير وبين الموانىء الثلائة أقل ميمكن . وللمساعدة فى حساب هذا امجموع بنشىء 

نظاماً إحدائياً شكل ( ١‏ - 4 ) فيه يكون الميناء .هر هو نقطة الأصل . وفى هذا النظام تكون للميناء .8 الإحدائيات 
(400 ,300 » واليناء © الإاحدائيات (300 ,700) 1 : 

إذا مئلت (د× ,رج) الاحداثيات غير المعروفة محطة التكرير » فإن الهدف يكون : 


تصغير ١‏ (300 -وب) + (700 - وبر )ليد + 400 — V(x ~ 300+ (xa‏ + عر + اجر كيه سير 
ولا توجد قيود على إحدائيات محطة التكرير » أو أى شروط غير واضحة , فمثلاً القيمة السالبة للمتغير وعد تعنى فقط أن محطة 


التكرير يجب أن تقلع غرب الميناء له . والمعادلة )١(‏ معادلة غير خطية , وغير مقيدة » وتمثل برئامجاً رياضياً ؛ وحلها محدد فى 
المسألة و 1١ - 5١‏ ) . انظر المسألة 3١-1‏ ) أيضاً . 


١-ه١‏ يرغب أحد الأقراد فى استغار مبلغ 4000 دولار » وأمامه ثلاث فرص هذا الاستغار . تحتاج كل فرصة منهم لدفع تأمين' 1000 


ىجا 


دولار . ويمكن للمسشمر أن يبخصص كل نقوده لفرصة استثار واحدة » أو يجزىء النقود بينهم جميعاً . والجدول التالى يبون العائد 
المتوقع : 












الدولارات المستثمرة 


00 00 
1000 8000 


ماهى كمية النقود التى يجب استهارها فى كل فرصة » حتى يمكن الحصول على أكبر عائد ممكن ؟ 






العائد من الفرصة رقم ٠ ١‏ 
العائد هن. الفرصة رقم ؟ 
العائد من الفرصة رقم ۴ 


الحدف هو تعظم العائد الكلى الذى يرمز له بالرمز 2 . وهو عبارة عن مجموع الغائد من كل فرصة . وتقيله كل الاستهارات 
بأمها مضروبات أعداد صحيخة للقيمة ٠ ٠‏ دولار . إذا رضنا (2,3 ,1 - ) (ج)رر تمثل العائد ( بالألف دولار ) 
للفرصة 4 عندما يستثمر عد من النقود فيها » فيمكن إعادة كتابة جدول العائد م فى الجدول 5١ - ١(‏ ) 





)۷ - ٩ ( جدولی‎ 


بتعريف (1,2,3 =) بد بأنه عدد وحدات النقود المستثمرة فى الفرصة + » فإنه يمكن صياغة الهدف 5 بلى : 
تعظم : (وجراور + (وبداور + (عور سدم )0 
وحيث إن المستثمر عدده 4 وحدات من النقوه فقط ليسشمرها : 
يك ويد + وعد + وعد 22 


وبإضافة )١(‏ » (۲) إلى القيود غير الواضحة ود ,د ,ويد ء وهى غير سالبة وأعداد صحيحة ؛ نحصلى على البرناج 
الرياضى : 
تعظم ١‏ (وين)د] + (وع)و/ + (رجرر ح ج 


علماً بأن : 4ع وبر + وير + ويد ضف 


کل الخغيرات غير سالبة وصحيحة 


برسم (يعبم مع عد لكل دالة سيعطى رسماً بيانياً ليس بالخط المستقيم » لذلك فإن الموذج (؟) هو برناج غير خطى » 
وحله محدد ف المسألة ( 54 )١-‏ 


ا له 


مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


ضع صيغة البراج الرياضية للمسائل من ( ١١ - ١‏ ) إلى ر( ۲١ - ١‏ ) ولا تحلها . 


۱٩ - ۹‏ صمم فای كلاين لعبتين يدويتين للكبار ييعهما للمحلات ف بلده . وبالوغم من أن الاحتياج ذه الألعاب يزيد عن طاقة 
إنتاجه » فقد استمر غاى كلاين العمل وحده فى حدود ٠٠‏ ساعة كل أسبوع . تأخذ اللعبة الأولى ٠ر٣‏ ساعة للإنتاج » وتدر 
ربحاً قدره ۲۸ دولاراً » بينا اللعبة الثانية تحتاج إلى 4 ساعات » وتدر ربحاً قدره 5١‏ دولاراً .. كم لعبة من كل نوع يجب أن 
ينتجها السيد كلاين أسبوعياً حتى يحقق أكير ربح ممكن ؟ 

» وحدة من الكربوهيدرات‎ ٠٠١ وحدة من البروتين » و‎ ١ قرر سمل لببع وتربية الحيوانات أن كل حيوان يجب أن يحصل على‎ 1107-١ 
وحدة من الدهون يومياً . وإذا كان امحل عنده ستة أنواع من الغذاء موضحة فى الجدول ( ۱ - ۴ ) » فما هو خليط‎ ٠٠١ و‎ 
أنواع الغذاء الذى يفى بمتطلبات أقل تكلفة للمحل ؟‎ 


دهون ‏ کزبوهیدرات بروتن 
نارن وحدة / أرق hae‏ أوقية حدة/ أوقية | الغذاء 






mM MH IO U 


جدول ( ۹ - ۴) 


١‏ - ۹۸ تنعج إحدى الشركات الصناعية المحلية أربجة منتجات. معدئية » يحتاج كل منبا إلى تشغيل » وتلميع » وتجميج . كا يحتاج كل منها 
إلى الأزمنة ( بالساعات ) الموضحة : 1 





ويقدر الوقت المتاح بالشركة للتشغيل 480 ساعة أسبوعياً كالآق : 400 ساعة للتلميع» و 0 ساعة للتجميع ٠‏ وأرباج 
الشركة من الوحدة الواحدة هى 6 دولارات » 4 دولارات » 6دولارات » 8 ذولارات على التواليى . وقد وقعت الشركة عقداً 
مع أحد الموزعين لإمداده بالأعداد 50 وحدة من المنتتج 31 0 وحدة من أى مجموعة من المنتجات ؟ ١‏ * كل أسبوع . ومع 
عميل آخبر تستطيع الشركة بيع أى كميات منتجة من المنتجات ١ ١‏ 7 » 7 , ولكن بحد أقصى 25 وحدة فقط من المنتج 4 . 
كم عدد الوحدات من كل متتج يجب أن تنتجها الشركة كل أسبوع لمواجهة الالتزامات التعاقدية بجانب تعظم الربح الكلى ؟ مع 
افتراض أن أى منتجات غير كاملة سيتم استكمالخا فى الأسبوع المقبل . 


سس لم 








99-1 يقوم أحد المتعهدين بإعداد خمسة مشروبات كعصير فواكه من مستودع به 500 جالون يحتوى على 20 فى المة من عصير 
البرتقال » و 10 فى المئة من الجريب فروت ء و 5 ف المثة عصير التوت . إذا كانت بيانات المستودع كا هو موضح بأسفل » م 
فى المكة يجب أن يستخدمها المتعهد من كل نوع من العصير للحصول على المكونات المطلوبة بأقل تكلفة ؟ 
4~ خصصت أحد الدن ميزانية قدرها 0 دولار لتطوير مساحة للتخلص من القمامة . وهناك سبع مساحات ممكنة 
لذلك موضح بأسفل الطاقات المتاحة ة لكل منها وتكلفتها ‏ أى موقع منها يجب أن تختاره المدينة ؟ 
التكلفة بالألف دولار 
۲١ - ٩‏ تقوم إحدى الشركات الت لتى تصنع الأجزاء الكهربية بإنتاج أحد المنعجات من الجوامد , وإمداد أربعة صناع للتليفزيون بها 5 


إتتاج هذا الجزء فى أى من مصانع ال لشركة الثلاثة , بالرغم من اختلاف التكلفة » ودلك لاختلاف كفاءة ة كلل مصنع عن الآخر 

وبالتحديد فإن الجرء يتكلف 1.10 دولارا و في المصنع 4 »و 5 دولاراً فى الصنع 8 ؛ و 103 دولارا فى اللصنع © . 
طاقات الإنتاج الشهرية للمصانع هى : 7500 . 10000 > 8100 جزء على التوالى . التتبؤات من المبيعات ككل صانع 
تليفزيونات هى : 4200 › 8300 › 6300 › 0 أجزاء للصناع أرقام ۱ » ۲ » ۲ » > على التوالل . فإذا كانت التكلفة 
بالدولار لنقل الجرء من المصنع إلى صانع التليفزيون ‏ كا هو موضح بأسفل ‏ فأوجد جدول الإنتاج الذى يفى بكل 


الاحتياجاث المطلوبة بأقل تكلفة ؟ 
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9-۹ 


٠‏ وجد أحد أصحاب ملات بيع اللحوم أن عنده فى صباح يوم السبت 0 رطل من لم الفخذ » و 800 رطل من حم 
الكتف » و 150 رطل من لحم الضان سيستخدمها فى عمل هاميورجر » وفطائر النزهة » وشطائر اللحم . ودائماً مايزيد 
الطلب من هذه الأصناف على طاقة امحل . يجب أن يحتوى الهامبورجر على الأقل على 20 فى الهة من لحم الفخذ » و 50 فى الحة 
من لمم الكتف ( بالوزن ) » وفطائر الترهة يجب أن تمتوى على الأقل على 20 فى المحة من لحم الضأن » و 50 فى الحة من حم 
الكتف » بينا يجب أن تحنوى شطائر اللحم على 10 فى اة من لحم الفخذ » و 30 فى المثة من لحم الضأن » و 40 فى اة من 
لحم الكتف . ما تيقى بعد ذلك يعتبر من المنتجات الرخيصة المتوفرة باضحل . م رطلا من كل منج يجب أن تصنع إذا كان المدير 
راغباً فى تقليل كمية الح الخرنة إلى يوم الأخد ؟ 


قبلت منشأة قانونية.خمس حالات يستطيع أأى من أعضائها تناول أى حالة منها . ونظراً لاخعلاف الخبرة بين الأعضاء » فإن 
الوقت الذى سيستغرقه كل منهم فى كل حالة مختلف عن الآخر . وقد قدر هذا الوقت ( بالساغات ) 5 بلى : 














الحالة و الخالة ۴ الالة ۲ المالة 1 





الحالة ه 








5و 130 

80 63 85 48 78 
121 107 93 59 
118 83 116 80 
120 30 


حدد التخضيص الآمثل للجالات الثى سيتناوهها كل محام » بحيث يقل الوقت الكلى المستفرق إلى الحد الأدنى . 


تنج إحدق شر کات السيارات عريات نزهة. من نوع جولف » وعربات العلوج فى ثلاثة مضائع .. ينتج المصنع ۸ لل عرية 
وان رد کلام ويا زی او 65 عربة جولفٍ يومياً بدون عربات ت لج . 15 ينتج المصدع © 53 عربة تلج 
بدون عربات جولف . تكلفة تشغيل المصائع ۸ ,8 ٥,‏ هي : 210000› 190000« 0 دولار ف 

م . > عدد الأيام ( بما فييا أيام الأحد والمطلات ) التى يجب أن يعملها كل مصنخ خلال سيتمير لاستكمال خطة الإنتاج 
0 عربة جولف » و 1100 عربة لج ) بأقلى تكلفة » مع افتراض أن ثعاقدات العمال تنص على أن. يحصل الغامل على أجر 


اليوم الكامل بمجرد فتح المصبع.. 


تقوم شركة الأسمدة فوتورا بإتتاج نوين من الأسمدة : فوتورا عادى ء وفوتورا ممتاز . يتكون. العادى» من 2590 إضافات 
نشطة > و 7590 إضافات: خاملة » بيها يتكون الممناز من 4090 إضافات نشطة . و 60% إضافات خاملة . تتحدد طاقات 
التخرين بالشركة فى 500 طن من. الإضافات النشظة ؛ و 1200 طن من الإضافات الخاملة تتجدد أصبوعياً . 


يتشابه سماد فوتورا العادى مع الأهدة الأخرئ الموجودة بالسوق وبسعر منافس 250 دولار للطن . ولا تجد الشركة أى 
صعوبة فى بيع هذا النوع بهذأ الشمن . ومع ذلك ؛ فإن فوتورا الممتاز ليس له مثيل منافس » ولذلك. فلا توجد قيود على سعره . 
ومن التجارب السابقة فقبد حددت الشركة أن الثمن 8[ بالدولار ) » والطلب 8 ( بالطن ) ترتبط بالعلاقة مدوم د مع 


طنأ من كل نوع يجب أن تنسجها شركة فوتورا أسبوعياً لزيادة العائد إلى أكبر ما يمكن ؟ 


1-۹ اشرح لماذا يمثل الآتى بعد حلا تناظرياً للمسألة ٠١ ١‏ . تصور أن شكل ( ١‏ 4 ) بثل ظهر مائدة طويلة . وقد عملت 
ثقوب عند النقط 4 , 8 , © بظهر الائدة . تم توصيل ثلائة خوط » واتصلت الثلاث نبايات بعقدة واحدة . وأدخلت الأطراف 
الأخرى للخيوط من التقوب ٠‏ وربطت بأوزان متساوية أسعل المائدة تتدنى من اليوط . مع افتراض إسبال الاحتكاك » فإ 
وضع الاتزان للخبوط والأثقال يمثل مكان محطة التكرير الأمثل . 


ج ايه 


الفصل الثانى 


البرمجة الخطية : الصيغة القياسية 
Lınear Programming: Standard Form‏ 


ستُشرح طريقة الحل للبرامج الخطية التى تحتوى على متغيرات كثيرة فى الفصل الرابع . ولبدء الطريقة » يجب تحويل كل متباينات القيود إلى 
متساويات ؛ ومعرفة حل واحد ممكين وغير سابی . 


NONNEGATIVITY CONDITIONS شروط اللاسلبية.:‎ 


يجب إخلال أى متغير غير مقيد بأن يكون غير سلبى بالفرق بين متغيرين جديدين مقيذين . ( انظر المسألة ؟ - ) 
eb,‏ 2 . (؟1-١»‏ 


حيث إن ب تمثل إحدى العلاقات = ,ج ,> (ليس بالضرورة نفس العلامة لكل # ) . وتفرض الثوايت رط دائماً غير سلبية . 


مثال * - 5 اليد 5- د ودف + يبرق 2 عند ضربه فى 21 خضل عل 5 < ر×4 - ريرق + روت الذى فيه الطرف الأيمن 
وجا 


SLACK VARIABLES AND SÛRFLUS YAR1AÞLES  ةدئازلا المتغيرات المساغدة والخغيرات‎ 


مكن تحريل القيد الخبلى من البوع ap, = bı‏ > إل متساوية بإضافة متغير جديد غير سلبى إلى الطرف الأيسر للمتبابنة . يساوى هذا 
التغير ‏ عددياً سد الفرق بين الطرفين الأمن والأسر للمتباينة » ويغزف بالتغهر المساعد . ويمثل الفاقد المعضمن فى هذه المرخلة مموةج القي 


1 a ل الاك‎ AY Rk 
ريرق‎ 5x + 33g ¥ Sk, 30 0 
يضور الطرف الأيسر من هذه المباينة العدد الكلى للساعات لتجميع صناديق التليفزيون » بيا يصور الطرف الاين المدد الكل للساعات‎ 
المتاحة . تحول هذه المتياينة إلى المعادلة‎ 
` 4x + 52+ 3+ 54+ x= 30 000 


بإضافة المتغيرالمساعد 5 إلى الطرف الأيسر من المحباينة . تمثل ود عدد ساعات التجميع المناحة للمصائع وغير المستغلة - 


يمكن تخويل القيد دخطى من الصيغة ع نوه 2 إلى هتساوية بطرح متغير جديد غير سلبى من الطرف الا مر من المتبايدة . ويساوى 
هذا المتغير ‏ عددياً س القرق بين الطرفين الأيسر والأمْن من المباينة » ويعرف باتغي الرائد . ويعثل الزيادة المف ة فى هذه الموحلة لموذج 
القيله , 


س هوس الم 


مفال * - ” القيد الأول فى المسألة -١‏ ه هو: 2 


254 وير + و6 + 4:1 


يمثل الطرفب الأيسر لهذه المتباينة التكوين الناتج من الخام العالى الجودة. من الثلائة ٠ e‏ بينا يمثل العطرف الأيمن الوزن الأدفى بالطن من الخام 
المطلوب لمواجهة احتياجات التعاقد". وتحول المتباينة إلى معادلة: + 


54 ع يبد - وعر + وير6 + ع4 


بطرح المنغير الزائد “د من الطرف الأيسر للمتباينة:. تمثلى م الكمية من الخام “العالى الجودة الزائدة والمطلوبة لاستيفاء التعاقد . 


34 5 OF 
GENERATING AN INITIAL FEASIBLE SOLUTION jÊ j إجاد حل‎ 
بعد تحويل كل القيوذ الخطية ( غير السلبية بالأطراف العتى ) إل متساؤيات بإضافة المتغيرات المساعدة والزائدة عند الضرورة » يضاف متغير‎ 
جیه بم الخير الصداعى للطرف الأممر لكل مماذلة قيذ لجيج على جاو با . ستحتوى إذا كل معادلة قيد على متغير مشاعد واحد‎ 
. أو متغير صباعئ واحد‎ 
يكن اسول على حل أوَلِيَ لا سلبى ذه المجموعة من القيود بمساواة كل متغير مساغد وكل متثير صناعى للطرف الأيين من المعادلة » والتى‎ 
. 'يظهن فيها » وذلك مساواة كل المتغيرات الأخرى » بما فيها المتغيرات الزائدة بالخضر‎ 


مفال 9 - 4 مجموعة القيود : 
3 عوج دع ٠١‏ 
6 خاررة خربرة. 
xt Bka = 15‏ 


تمول إلى معادلانت بإضافة متغير مسباعد X3‏ للطرف الأيسر للقيد الأول. Xa E‏ من الطرف الأيسر للقيد الثالى ؛ فتصبح 
المعادلات الجديدة هى : E‏ 8 2 , 


1 x + 2x2 xa = 3 
(T~ ) Ax + Sx2 کور‎ 6 
Tx + 8x2 15 


إذا أضيفت المتغيرات الصناعية ون ' و 6 على التوالي إلى الأطرافٍ الیسږې للقيدين الأخيرين فى ( ۲ - ۲ ) » وها القيدان اللذان بدون 
متغير مساغد م تككون النتيجة : . 
3 > وعد + 22 + ود 


4x +5 ك وير + يبرب‎ 6 
Tx + Bka + x= 15 


يكون لجل اللاسلبى هذه المجموعة الأخيرة هو 15 (x= =4 = 0 > ×= 3, ×5= 6, x=‏ ملاحظة أن #0 , 
x= 0‏ ليست حلاً للمجموغة الأصلية للقيود ) 


وبالمناسبة .. فإنه يمكن إيجاذ الخ الأول بسهولة بدون الاستكمال الكلى للبتغيرات المساعدة والصناعية . مثال ذلك : المسألة ( ؟ اة ) , 


FA — 


PENALTY COSTS  ةيئازجلا العكلفة‎ 


إن إضافة كل من المتغيرا نخيرات المساعدة أو الزائدة لا تغير من طبيعة التغيرات أو أهدافها . ولذلك فإن هذه المتغيرات تأخذ معاملات صفرية ى 
الدالة الهدفية » ومع ذلك .. فإ المتغيرات الصناعية تُغير من طبيعة القيود » حيث إن هذه 0 تضاف إلى طرف واحد فقط من 
لمعساوية » ولذا فإن الموذج الجديد القيود يكون مكافاً لنموذج القدم فى حالة واحدة فقط » وهى أن أن تكون المتغيرات الصناعية مساوية 
للصفر . ولضمان هذا فى ال حل الأمثل ( بعكس الحل الأوَلِيَ ) تدخمل التغيرات الصناعية ف الدالة اهدفية بمعاملات موجبة كبوة جداً فى برناج 
تصغير » أو بمتغيرات سالبة ک .ة جدا فى برناج تعظيم . ويعبر عن هذه التغيرات بأى من 234 , أو - تفهم 2/4 على أنها عدد 
موجب كبير يمثل الجزاء ( الشديد ) الحادث من إعطاء المتغيرات الصتاعية وحدة واحدة . 

وتترك التكلفة الجزائية فى صورة 4+ فى حالة الحسابات اليدوية . أما فى الحاسبات » فيجب أن تعطى 4 قيمة عددية » وى 
الغالب أكبر ثلاث أو أربع مرات من أى عدد آخر فى البرنايج . 


الصيغة القياسية  STANDARD FORM‏ 
يكون البرنا الخطى فى صورته القياسية إذا كانت كل القيود فى صورة متساوياث ؛ وإذا عرف حل واحد ممكن . وبأسلوب المصفوفات 
تكون الصيفة القياسية : 
تعظم : CTK‏ =2 
علما بأن : AX=B‏ )۲~ 
مع : 3-0 


حيث إن 35 تعبر عن عامود متجه المتغيرات » بما فيبا المتغيرات المساعدة » الرائدة والصناعية » و 7 يعبر عن صض متجة التكلفة المقابلة » 
و 4 هو معامل المصفوفة لمعادلات القيرد .و 12 هو عامود متجه الحدود الجنى لمعادلات القيود . [ لاحظ : فى بقية هذا الكتاب ستمثل 
التجهات عاذة مصفوفة ذات عامود واحد » وسنقول دائماً « متجه » + بدلاً من « عامود متجه » . وقثل 7 مقلوب المصهوفة ] . 


إذا ملت کا متجه المعغيرات المساعدة والصناعية فط » فإن الحل الأوّليّ المسكن يعطي فى صورة 8= ¥ » حيث إنه من المفهوم أن 
كل المنغيرات فى 36 » وغير الموجودة فى ولا معطاه قيماً صفرية . 
مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


: ضع البرناج التالى فى صيغة المصفوفات القياسية‎ ١-١ 
2= 2 :  مظعت‎ 


علما بأذ و وړک + يبر 
2x x54‏ 


1 م وخ : غير سلبيين 


بإضافة متغيرين مساعدين دب , هن على التوالى للطرفين الأيسرين للقيود » وإدنخال هذين المتخيرين بمعامل تكلفة يساوى صفراً 


~۳۹ 


فى المدف نحصل على : 


تعظم : وی0 + و0 + ج + × = ۾ 


علما أن : 5= وعر + يبرق + يعر 
4 + بجع + و 2x+‏ 
كل المتغيرات لاسلبية 
ولا كانت كل معادلة قيد تحتوى على متغير مساعد» لذلك لا يطلب أى متغير صناعى » ويكون الحل الأوَلىَ هو 
0 > وبر عد وير ,4 سجر ,5 حدويد ٠‏ أ والمفوذج )١(‏ يكون الصيغة القياسية ( ۲ - 8 ) إذا عرفا 


X= (xı, X2, X3, x4 Caf[l, 1,0,0 


bio =] كد‎ 


9 »و ضع البرناج التالى فى الصيغة القياسية : 
تصغير 0 80x, + 60x»‏ =2 
علماً بأن :0.25 كدي 0.32 + :0.20 
X= 1‏ + 


x‏ > ± لا سلبيين 
لتحويل القيد الأول إلى متساوية » أضف متغير مساعد :ل للطرف الأيسر . وحيث إن القيد النافى معادلة لا تحتوى على 
متغير مساعد » أضف متغيراً صناعاً »× إلى طرفها الأيسر » ويضاف المتغيران الجديدان فى الدالة المدفية ‏ وامتغير المساعد 
بمعامل تكلفة صفر » وامتغير الصناعى بمعامل تكلفة سلبى كبير » يؤول البرناج إلى : 
تعظم : Mx,‏ — و0 + ج60 + 801 عد م 
علماً 


بأ : 025= وعم +ي0.32+:0.20 
Xx x2 += 1‏ 


كل المتغيرات لاسلبية 


هذا البرناج من الصيخة القياسية ويجل أُولىَ ممكن هو : .0 سيج > ود ,1 يد ,0.25 تور 


٣ ۴‏ أعد المسألة ۲ - ۲ إذ المدف هو تصغير . 


التغير الوحيد فى معاملات التكلفة أن المرتبط المتغير الصناعى يصبح + ۰ بدلا من 4“ ۰ 


4-۴ ضع البرناج التالى فى الصيغة القياسية . 


تعظم : 2+ Sx‏ =2 
علما بأن : 6 جر +ر+6 
2 حت 4x, 3x2‏ 
4 ع2 1د 


1× 6 32 غير سلبيين 


بطرح امتغيرات الزائدة ود ,معد :3× على التوالى من الأطراف اليسرى للقيود » وإدخال كل متغير جديد بقيمة صفرية 
لمعاملات التكلفة فى الحدف تحصل على : 


2 = Sx + 2x2 + xa + 0x + Ox; :  |ظعت‎ 


علما بان : 6 ع xg‏ ويد + بد 
12 = ویر = 4x1 + 3x‏ 
لت 2x2‏ + بعد 

كل المتغيرات لاسلبية 


حيث لا تحتوى أى معادلة قيد على متغير مساعد » نضيفف المتخورات الصناعية بويد ,ديت بود على التوالى للأطراف 
اليسرى للحعادلات . وندخل هذه المتغيرات بمعاملات تكلفة سالبة كبيرة فى المدف . ويصبح البرناج : 


2 - و0 + وعد + وعرة‎ + 0x4 + Oxs— Mxs~ Nit - Mixe :  مظعت‎ 
علماً‎ 


بأن : 6 = 4 وین سود ٣‏ رل 
12 2 + وکا سه xa‏ رجا 
4 مس وير له ول سه X1 + Axa‏ 

كل المتخيرات غير سالبة 


هذا البرنائج من الصيفة القياسية بحل الى ممكن 0 و = 4 = و سيردت رد ,4 سوبد ,12 جد ,6 عو + 


؟ - © ١‏ ضع البرناج التالى فى صيغة المصفوفاث القياسية 


2= x F2 +N : تصغير‎ 
3% +455 : علماً بأن‎ 
5x + xa + 6x = 7 
8x1 + و9‎ = 2 


كل المتغيرات لاسلبية 


بإضافة متغير مساعد بير للطرف الأيسر للقيد الأول » طرح متغير زائد وبر من الطزف الأيسر للقيد الثالث » ثم إضافة 
متغير صناعى 6 فقط للطرف الأيسر للقيد الثالث نحصل على البرناتج : 


اوعس 


2 = و3 +2 + وير‎ + 0x4 + 0x5 + Mx : | تصغير‎ 


علما بان : 5= موه + 3x:‏ 
7= و6 + يد + Sx‏ 
2 کد یں + ویر“ 8x, + 9x3‏ 
كل المتغيرات لاسلبية 
هذا البرناج ف الصيغة القياسية وبحل أُوَليَ ممككن 0 > وبرت وبر ع ري ,2 > ويد ,7 ع يعد ,5 > ينا » ويأخذ صورة الموذج 
5١‏ - *) إذا عرفنا 
X = [X1, X2, X3, X4, Xs, X6] Ca 1,2, 3,0,0, Mj‏ 
X4‏ 5 0 0 1 4 0 3 
B=) 7 Ko Î x2‏ 0 .0 0 6 1 5 l|=ۍA‏ 
Xs‏ 2 1 1- 0 9 0 8 


فى هذه الخالة يمكن استخدام يبد لايجاد الحل الأَوَلَِ الممكن , فضلاً عن إضافة المتغير الصتاعى للقيد الثافى للحصول على 
نفس النتيجة . وبوجه عام » عندما يظهر متغير واحد فى معادلة قيد واحدة فقط وبمعامل موجب .ء فإنه يمكن استخدام هذا 
المعامل فى إبجاد جوء من الحل الأوْلىَ بقسمة معادلة القيد على المعامل الموجب » ثم وضع المتغير مساوياً للطرف الأيمن للمعاولة » 
ولا ضرورة لإضافة متغير صناعى للمعادلة . 


الا ضع البرناجج العالى فى الصيغة القياسية 


2 = 25, + 30 : تصخر‎ 
4x, + x= 1 : علماً بأن‎ 
8x, + <<يدة‎ 3 
6x, + 9x = -2 


8# 
حيث إن كلا من «١‏ . 2د غير مقيدين ) نضع ,ند - وبر ح ريو › ون و = × ٠‏ بحيث تكون كل المتغيرات الجديدة ٠‏ 
لاسلبية . وبالتعويض عن قم هذه الكميات فى البرناج المعطى » ثم ضرب القيد الأخير ف1- لجعل الطرف الأيمن غير سلبى » 


حصل على البرناج المكاقء : 
تصغير ‏ : 3036 -و<30 + م25 - ويرك = ۾ 
علماً بأن + 1 4x4 + 7xs— xg‏ - ويرك 
3 عدميرة - ويرق5 + 8x3 ~ 8x‏ 


2عد ع9 + ~6xa + xa ~— xs‏ 
كل المتغيرات لاسلبية 
يحول هذا البرناج إلى الصيغة القياسية بطرح المتغيرات الزائدة < » عند على التوالى من الطرف الأيسر لكل من القيدين 
الأوليين » وإضافة متغير مساعد 0د للظرف الأيسر للقيد الثالث » ثم إضافة متغير صناعى «دئد م رب على التوالى للطرف 
الأيسر لكلل من القيدين الأولين نحصل على : 


سد لاج سدم 


2 = 25x 25x4 + 30x5 ¬ 306 + Ox” + Oxg + Oxo + Mxıo+ M+» :  ريغصت‎ 


4x3 Axa + Ts xe X7 + X10 =1 : علما بأن‎ 
8xa ~ 8x4 + 5xs~ Sxs وعد‎ + x =3 
- وب‎ + xa¬ xs + 96 + x9 =2 
كل المتغيرات لا سابية‎ 


الحل الأول لذه المسألة فى الصيغة القياسية هو : 


0 > وبر عت ومر = یر = ول ح وبر > ور 2 > وير 3 = 1 ورج 


مسائل مكملة 


Supplementary Problems 


ضع كل من البراعج الثالية فى صيغة المصفوفات القياسية 


تصغير ‏ . 43 X2+‏ ¬2 = چ 
علماً بأن : 7- 2 وبرة - و2 +ربرة 
x= 8‏ + 21-2 


. 1 ' × لأسليية 


A-~Y‏ ت : 10+11 دع 
علما بان : 0 x + 2x2‏ 

3x, + 4x2 5 20 

6xı+ x25 175 


× +± لاسلبيين 


٩ - ۲‏ نفس المسألة ۲ - ۸ مع عكس متباينات القيود الثلاثة 


0 -— ¥ 
3 = 3x + 2x2 + 4x3 + Xs ١  ريغصت‎ 


x +2x+ علماً بان : 21000« مع +ويم‎ 
2x + xa + 3x3 + 7x4 = 150 


كل المتخيرات لاسلبية 


5 


5-١و‏ 
تصغير : 4×3 +32 + ر×6 = ۾ 


علما بان : 10 ع وير + يدم + يعر 
2x + 3x2 + x= 15‏ 


كل المتغيرات لاسلبية 


¥ 
۾‎ = 7x + ر×2‎ + 3x3 + ×4 تعظم‎ 
2x4 + 7x2 علما بان : 7 ے‎ 
Sx + 8x2 + 2x4 = 10 
06 + ور‎ =11 
الاسلبية‎ ٠ ×, X2, X3 
۳-1 


و : 10x + 2x2“ Xa‏ عدج 
. علماً بأن' : Xxx S50‏ 
2-10 و +21 
0 کو + 
7 ضوع جيعد 
0 تت وير + x + xa‏ 


كل التغيرات, لاسابية 


سو س 


2 = 25x3~ 25x4 + 30 - 30x + 0x7 + Oxg + Oxg + متا‎ + M*1  :  ريغصت‎ 


علماً بان : 1= 4xa + Ts Te x7 + X10‏ وعر4. 
8Sxa~ 8xa + 5xs™~ Sx ”~ Xe +x =3‏ 
xs + xs + x9 =2‏ - وعر6 + ~—6x3‏ 
كل المتغيرات لا سلبية 


الحل الأوَلِيَ هذه المسألة فى الصيفة القياسية هو : 


0 = و = ر عد وبر ع وبر ع وړ = وړ 2 = X9‏ 3 ور 1 وعد 


مسائل مكملة 


Supplementary Problems 


ضع كل من البرامج التالية فى صيغة المصغوفات القياسية 


4 = 2x ¬ X2+ 4x3 . تصفير‎ 
5x + 2x2 3x 2-7 : علما بان‎ . 
2x 2x2 + دوعر‎ 8 


. ' #1 الاسلبية 


A~Y‏ تصغير ‏ : 1172 +10 2ج 


علما بان : 5150 2×2 +× 
3x1 + 4x2 = 0‏ 
5 كود جرورم 


2* الاسلبيين 


٩ - ۴‏ نفس المسألة ؟ - ۸ مع عكس متباينات القيود الثلاثة 


- ه١1‏ 
تصغيق - 22 م6 + وند4 + 3x + Ax‏ =2 


علما بات : 1000 2< يعد +وير + رجر2 + يبر 
0 ع 2xı+ xa+ 3x3 + 7x4‏ 


كل المتغيرات لاسلبية 


ا د 


¥ ~1 
تصغير : 4×3 +2 ×3 + 6 حت بر 
علماً بأ : 10 = و يدث + يعر 
5 عوبد + 3x2‏ +2321 


كل المتغيرات لاسلبية 


EN 
2 = 7x + 2x2 + تعظم :2 م + و3‎ 
2xs + 7x2 = 7 : علما بان‎ 
5x + 8x»  +2xa= 10 
1 + 1ع وج‎ 
الاسلبية‎ ٠ ود ,2× ,و×‎ 
=¥ 


ی : و 10x + 2x2‏ 2# 
علما بان : xt S0‏ 
X2 2-10‏ + د 
0 کو جرد 
7 ضوخ جيعد 
0ح وير جوع + xı‏ 


كل المتغيرات لاسلبية 


ا 


الفصل الثالث 


البرمجة الخطية : نظرية الحلول 


Linear Programming: Theory of Solutions 
LINEAR DEPENDENCE AND INDEPENDENCE. الاعتاد والاستقلال الخطى‎ 


تعتبر قمة المنجهات ذات الأبعاد (© , . . . ,و ,ر48 « مععمدة خخطياً » إذا كانت الثوايت E‏ لاتساوی 
صفرا ¢ بمعنی : 
aPa + ٠ ٠ ١ + a, Pp, = 0‏ + وطاريم (I~)‏ 
مثال ۳ - ١‏ فة الحجهات ذات الفسنة أبعاد 
)”)0 ,1,0,0 ,0{ ,]1,0 ,1 ,0,0[ ,"0;0 ,0 ,1;0[ ,”)0,0 ,2,0 ,[{ 


5 80 
معتمدة حطيا » ميث إن 


0 
0 
0 
0 


1 

اهم 

هه 

+ 

هم 
حرات هه هه 

+ 

© 

سم 

233 

دم 
ج سر نوت 


فظرية ( ۴ - ١‏ ) تبر كل قة الدجهات ذات الأبعاد 1 + مر أو أكثر من 4 مغتمدة خخطياً . 
تعتير فة المتجهات (,,... رو ررظ)4 ذات الأبعاد +7 مستقلة خخطياً إذا كانت الثرابت النى تحقى العادلة ه, ققط 
, 1 لني تحقق هي 


) ~٣ ء والمسألة‎ ١ - 7 ريم ( انظر المسألة‎ 2 = °۰ a, = Û, 


العكوينات اغدبة ‏ 031810171055 :55نم 
يعتبر الحجه ص ذو الأبعاد 3 تكويناً محدباً من المنجهات ذات الأبعاد يمر > ار . . ,ي,,180 إذا تواجدت ثوابت 
لاسلبية «8,... «8 8 مجموعها مساوياً واحذا بمعنى : 
CZ P= 8P, + BP + °°° + BP,‏ 


مثال ۴ - ؟ يعبر المنجه ذو اليعدين ”[5/6 ,15/3 تكويناً محدباً من المعجهات _"[1,2] ,1,117,13,0(7] ء لأن : 


لامع سد 


إذا أعطينا المتجهين ,2 8 ذوى الأبعاد + » نطلق على هذه الفعة تكوينات محدبة للمتجهات :2 ۴2 و الشريحة الخطية »© 


بين هذين المتجهين » ويظهز المعنى الحندسى لهذا الاصطلاح فى حالة 3 > !, 


الفئات. الغغدبة . CONVEX SETS‏ : .` 
تعتبر فة المعجهات ذات الأبعاد 78 حدبة » إذا تبع هده الفعة معجهان » وأيضاً الشرية الخطية بين المتجهين . 

مغال ۳ - ۴ يتير القرص الغظلل فى سكلل ر٣‏ - ١‏ - أ ) فة حدبة » حيث إن الشريحة الخطية بين اى نقطتين فيا ( متجهان ذوا بعلين ) 

تقع بالكامل داخل القرص . ولا يعتبر الشكل ( © د ١‏ - ب ) محدباً » بالرغم من تبعية ى ¢ R۸‏ للفعة المظللة » فإنه توجد نقط مثل 
“27 تتبع الشريحة'الخطية بين »م 8 الذين لا يعتبران جرءًا من النجمة . 


شريحه خطيه بين 
P and Q‏ 
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٩ - ۳ شکل‎ 


يعتبر المشجة ۴ هو نقطة طرفية لفعةمخدبة إذا لم يكن فى الامكان التعبير عنه بتكوين محدب من متجهين آخرين فى الفعة » بمعنى أنه لاتقع 
النقطة الطرفية. على الشريحة الخطية بين أي متجهين آخخرين فى الفثة . 
مثال ٠"‏ - 4 تعتبر أى نقطة على محيط القرص فى شككل (” - ١‏ - أ) نقطة طرفية في القرص ٠‏ 
نظرية ۴ - ۲ يمكن التعبير عن أي معجه فى فنه مغلقة ومحدبة محدودة » بها عدد محدد من النقط الطرفية بأنه تكوين محدب من النقط 
الطرفية . 
نظرية “زا - "1 يعتبر فراغ الحل لفعة المبنادلات الخطية الآنية فئة محدبة بها عدد محدد من النقط الطرفية . 


حلول النقط الطرفية ‏ 05505ا,ة501 EXTREME-POINT‏ 

افرش م اتل فة كل الول المحكنة للبرتاج الخطى من الصيغة القياسية ( ۲ - ۳ ) » بمعنى أن ”ى هى فة كل المنجهات × التى نتحقق 
AX=B Xz‏ .من الظرية * - + وفى الحقيقة .. إن الفعات الحدبة تتقاطع فى فئات محدبة أيضاً ( المسألة * - ١١‏ ) » يشيع 

ذلك أن ”5 تكون فة محدبة بها عدد محدد من النقط الطرفية . 


5ع سدم 


ملاحظة و :فق الدالةالهدفية قيمتها الكل ( تعظم أو تصغير ) فى التقط الطرفية ل ص براض أن هنك حلا شل ١‏ انظر المسألة( © - 115 ) 


ملاحظة * : إذا كانت لك أبعادها #* 74 ( 4 صف ء * عمود )ء حيث إن 76> 0 » فإن النقط الطرفية ل ” يكون فيا 
عل الأقل يم سام عناصر صفرية . ( ائظر ا المسألة ۲ - 1١‏ ) . 


BASIC FEASIBLE $0OL07IONS  ةكمملا الحلول الأساسية‎ 


عبر. عن الأعمدة 6 1 فى مصفوفة المعاملات 4 ف الموذج ( ؟ - 9 ) ب به ,:.. ي ا4 علن التوالى ء لذلك يمكن كتابة 
مصفوفة معادلات القيود 8 436 فى صورة متجهات : 


(>¥) AF A+ °+ A, = B 


ونؤكد أن المتجهات 4 + 28 7 من المتجهات ذات الأبعاد :87 » والمطلوب إجاد حلول لاسلبية للمتغيرات 
ویو ۰ و2 ا وسنفرض أن A= m, En‏ » وذلك يعنى أنه توجدء على الأ مجموعة 2 من المتجهات ل 
مستقلة خطياً . 


EO RES‏ - 4 من المتغيرات 6د مساوية للصفر , ثم إيجاده حلول 
لاسلبية لباق امتغيرات د » مع افتراض أن المجموعة 2 من المتجهات كد المرتيطة بالمتغيرات + » والتى لاتساوى الصفر هي مستقلة 
خطياً : تسمى جموعة العغرات × لين لم عط الحلول صفراً ب ؛ التغيرات الأساسية ٠‏ . إذا تحول أى من المنغيرات الأساسية إلى الصفر » 
فإن لحل الأسامى الممكن « يتحرف ٠١‏ » وإذا كانت كل المتغيرات الأساسية موجبة ء'فإن الل الأسانبى الممكن « لا يتحرف ٠‏ ( انظر المسألة 
سم باع # اس ار 2.95 


یکن ت تقنوية الملأحظات ١‏ + ؟ كايل : 
ملاحظة ١‏ : تحقق الدالة الدفية الل الأمتل عند الحل الأسامى الممكن . 


ملاحظة ؟ : تعتبرالتقط الطرفية ل بدفة هى الحلول الأساسية الممكنة ( انظر المسائل # - ۹۳ ١٤-٣‏ ) 


يتبع ذلك أنه يكن ی ا اقيلعت ان ناو لأسي الك وتلل طاول الى ابد : ويعطى الفصل الرايع 
طريقة حسابية فهغالة لهذا الل . 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


. حدد إذا كانت (14]1,2[7,12-4[7 مستقلة خطياً‎ ١-۴ 
ر . . من الواضح ن 2۴د=رم أو‎ ٠ وسم المتجهين ر۳‎ 


0ع بي1(2-) + 2P,‏ 
لذلك فإن فة المتجهات المعطاه تكون معتمدة خطياً ( ليست مستقلة خطياً ) . 


Vee 


«- و اهل 14]1:1,3,1[7,]1,2,1,1[5]1,0,0,1[7 مستقلة لا ؟ 


هذه المتجهات , فإن ١ -  (‏ ) تصبح 


0 عدويم جيه ريم 
a1 + 22 =0‏ ا 
a+ a2 =0‏ د 
aı+ a+tas=0‏ 


فى المعادلات الثلاث الأولى ( الرابعة زائدة عن الحاجة ) 0 > وم عدوم > ,ي 'كحل وحيد . لذلك > فإن المتجهات المعطاه 


“0313-7 المتجه )© هو نكوين خخطى من المتجهات «©,... ,© ,© إذا وجدث الثوابت ,8,... ,و8 ررق 2 بحيث 


Q = +يكرة + رهرة‎ ٠٠١ + Qn 
بين أن فة المتجهات  إ۳ ,... ,ر۴ ,ر۴ مستقلة خنطياً لو وفقط لووب كان أحد هذه المتجهات تكوياً خطياً من‎ 
۰ الباق‎ 


إذا كان ممططوة + ٠٠١‏ + ممرظرمبة + رطظر_بق + ٠٠١‏ + رطرق ع بط فيه بعض أو كل 8 یکن أن يكون مرا 


2. 


0ع رطرق + + ربق + 18 )+ ررق SP t+‏ 


زبالتالى فإن الفعة تكون معتمدة نخطياً 


ومن ناحية أخرى .. إذا كانت الفعة معدمدة خطياً » ضع © لتكون أول معامل غير صفرى فى (” - ١‏ ) . إذا 


up, ...+)&(‏ 2 ع 
F, = OP, +--+ OP, + (pe, +۰. + (JP.‏ 


إى أن ,8 هو تكوين خخطى من المنجهات المتبقية . 


4-9 حدم إذا كانت "[1,2,3] تكويناً خطياً 


{1,2,1 11, 1, HT E 


لا إنها ليست خخطية : أى تكوين خطى من ثلاثة متجهانته من الضرورى أن يتساوى فيه العنصر الأول والثالث . وبوجه 
عام : 


= 264 + ق + ,8 2 1 1 1 
2 = 38 + ر8 + ,28 لوو 3 8 +| 1 82j‏ +| 2 |8 =2 


«لرو فقط لو تمائل 0111 14950 





~A 


ولكن هذا اتموذج الثانى ليس له حل . 


۴ - ۵ ابت أنه إذا كانت ,8 , . . . رو ,8 فة معجهات مستقلة خطيا » و 8 هو متبجه ٠‏ بحي 


P= y qPj و‎ P= Y dP; 


j*1 j= 


إذن (1,2...,7 > 0 بك دنه 


بطرح الصيفتين نمصل على : 
dP, = 0‏ =( $ 


jot 


الذى يمثل ( ” ١١‏ ) مع رك سن هيع ٠‏ مت ير . حيث إن +2,... ,و ,:80 مستقلان خطياً » يتبع ذلك أن 
c= dy = 2,7.‏ أو ,0 ع رك سن 


۹-۴ اکتب ممادلات القيود للبرايج الخطية التالية بصيغة المحجهات ر ٣-٣‏ ) 


z = 2x + 3x + معدلا + وير‎ + Mixs + 0X6 0 تصخير‎ 
x + 2x + 2x3 ا 3= وا + وير‎ 
2x + 3x2 + 4x3 + یر‎ = 6 

كل المتغيرات لاسلبية 


من هذه المسألة تصبح ( + -۴) 


إ6] “[أ-+ زوف ل أ +[يأد+ إواد لياه 
i 1 i MM f‏ ا A‏ 
As As B‏ مه A: Az As‏ 


۷-۴ حدد إذا كان "[1,0,1,0,0,0] هو حلا أساسياً مكنا للبرناع الحطى المعطى بالمسألة ( ۳ - ) 


ولو أن كل المكونات ليست سلبية » فإن العل المقترح ليس أسامباً . الحجهات :4 4 د4 مشاركة مع العغيرات × » 
والتی تساوی صفراً » ليست مستقلة خطياً ( مسألة ۴ - ١‏ ) 


۸-۴ حدد إذا كان 2,4[7 ,0 ,0 ,0 ,1] هو حلاً أساسياً ممكناً للبرنامج الخطى المعطى بالمسألة ( © -5) 


٠‏ تحتوى مصفوفة المعاملات ه4 المتكونة من أعمدة المتجهات بلك حتى م4 »وتتكون من 26 . لذلك » فإن 
حلاً أساسياً مكناً يجب أن يحتوى على الأقل على 4 - 6-2 عناصر صفرية ( متغيرات ) . وهى غير الحالة القدمة بالمسألة . 


٩ - ۴‏ أوجد حلين أساسيين ممكنين مختلفين للمسألة ر۳ - ٠)1‏ 


حيث إن 4 > #و- ‏ هو حل أساسى ممكن يحتوى على أربعة متغيرات × تأخذ القم صفر . بوضع المتغيرات :ل 
حتى ولا مساوية للصفر » يصبح متجه معادلة القيود . 


“1*11 [6 


8 مغ 7 
وله الحل اللاصفرى 36-6 » 3- ود . وحيث إن عل > مھ مستفلان تخطياً » فيكون الخلى الكامل ”[6 ,0,0,3 ,0 ,10 
أساسياً . وهنا تكون المتغيرات الأساسية وب 4 6ه . وحيث إن كليهما موجب » لذلك فإن الحل لن يتحرف ٠‏ 


للحصول على حل أساسى ممكن آخر نضع ويد سويد ع پیر ویر » ويصبح متجه معادلة القيود . 
]6[ )2*5 


بحل هذه المعادلة بالنسبة ل ب 8 نجد أن 3ع ور 4 0يج > وتكون المحجهات الابعة 4 2 رهى 
دش 2 مش »> متقلة خطياً ويكون الحل الكامل 3,0,0,0,0,0[7] أساسياً . تكون المتغيرات الأساسية 
د 7 X2‏ » وحيث إن أحدها صفريٌ » فإن الحل ينخرف 


۴ ۰ حدد إذا كان المحجه ”[0,7] تكويناً محدباً من الفعة (1[7 ,1-],1[7 ,2] ,6,9[7-] ,"6 ,3 
هذه المنجهات » تصبح ( 57 - 1) 


يك 


1 
3 0 دوع ~285 +682 - 381 
7 سيق جوق + و98 +681 


0) 


اس واي ننه 


نضيف شرطاً ثالئاً لهذه المعادلات هو : 
1 -مق +وق +82 Bı+‏ 5 
يجب أن نحدد هل توجد قم لاسلبية ل دم يدق ,ده 8 تحقى آنياً () » (۲) . بحل هذه المعادلات نحصل على : 


.19/108( =8 رقي -} =82 .5+8 =1 


باحيار قيمة م8 يجب اختيار 8-0 نحصل على 


0ع-وم 0م 21م B=?‏ 


كمجموعة مقبولة من الثوابت » لذلك ”0,7[7] تعتبر تكويناً حدباً للفعة المعطاة ذات الأربعة معجهات . 


, إذا كانت. 2 © 82 فعين محدبتين ؛ بين أن تقاطعهما 20699 هو قة محدبة‎ 4F 
افرض 6 > ¥ متجهين فى 92092 ء فإن الشريحة الخطية بين 36 + لا تكون فى 4 (لأن 36 2 الآ‎ 
تتواجد فی 4 . 2 عحدبة) وكذلك فى © ( باتاثل ) . لذلك فإن الشرجة الحطية تكون فى 689 2. » ويكون‎ 
. 8م 2 عدبا‎ 
فى الحالة التى يكون فيها 2 © ® محدبين متعددى السطوح ( بهما نقط طرفية كثيرة محددة ) » فإنه من البدمهى أن‎ 
. تقاطعهما يكون محدباً متعدد الأسطخ‎ 


- 0394 ائبت أن الدالة المدفية C7)‏ = ( چم = ۾ فى انموذج ( ؟ -.5 ) تحقق الحل الأمثل ( تصغير ) عند أى نقطة طرفية فى # » 
علماً بأنه يوجد حد أدنى ( تصغير ) » وأن # محددة . 


إذا وجد حد أدنى » فإنه توجد نقطة ۶ 6× ١‏ ميث إن : 
26009 لكل : ع 5 
إذا كانت 300 نقطة ظرفية فى 8 » فهذا يغتبر حلاً » وإذا لم تكن كذلك . فإننا يجب أن نحضل عل نقطة طرفية ‏ 36 » 
بخيث تكون (050)ث =(« ۰ 
والآن فإن 87 عدد محدد فقط من النقط الطرفية » يمكن تحديدهم ول ,... × ,د » ولأن ”# محددة ( وأيضاً 


مغلقة ) . تؤكد النظرية ( ۳ - 5 ) أن 260 يمكن كتابتها كتكوين محدب لهذه النقط الطرفية ؛ بمعنى أنه توجد في لاسلبية 
(....,1,2 >7 8 جموعها = واخدء بحيث : 


م 
Xo= 3, BX‏ 


jet 
: دع الحد الأدفى (0/ عند النقط الطرفية ليكون سك من (1) > (-0(>/05)/ »> ولكن‎ 


وه ~~ 


(ZAX) = Z BIOY= YS BfOK)= fC.) 3 8, = 10K)‏ - هم لق 


وبالتالی (&) =( » وكذلك توجد نقط طرفية تسى 3 عندها تصل (06/ إلى الحد الأدلى . 

طبقاً للبادىء نظرية فايرستراس ( نظرية 11 - ١‏ ) الدوال المتصلة ‏ وبالأخص الدوال الحطية مثلٍ e O)‏ 
حد أدلى فى منطقة مغلقة محددة . ونستضعج من ذللك أن البرنج المخطى القيامى يحقق حل النقط الطرفية الأمثل عندما تكون 57 
محددة » وإذا كانت 3 غير محددة . فقد لا توجد الأمثلية » ومع ذلك » إذا وجدت الأمثلية فإنها نمق النقط الطرفية ٠‏ 


۴ - ۴ ايت أن كل نقطة طرفية فى فق ها على الأقلى 8-4 عناصر صفرية » وأا حل أسامى ممكن . 
”اس ...و د ایکون نقط طرفية ق عي » بدون أن نفقد العمومية » يمكن أن نثبت أن المتخيرات × 
يمكن ترتيبيا بحيث إن (دكدم يذ . . . ,وك بر تكرت موجية » وأن كل العناصر التالية في 32 » إذا كانت هناك غناصي » 
Xe: 0‏ ء فإن B‏ 3ه » وتبعا لذلك فإن 0 - يد لكل +<ر ء ويمكن كتابتها فى 
الصورة . 5 
pA =8‏ )0 


نبين أولاً أن المتجه 5 ن (1) مستقل خطياً . وبافتراض أنه ليس "كذلك » فإنه توجد ثوابت لظ , ...2 و1 ليست 
جميعها أصفاراً بحيث إن : 


r 


0= ب 2 )( 


دغ س لتكون موجبة » فإف (1) + (۲) » تغطني : 
Ba, = B‏ 6 بع و aA, = B‏ + ,2 


إذا إخعرنا 8 صغيرة » بحيث إن ,85 + بد ره - رز قى موجبة لكل قم ,”,...,1,2 = ؛ ويتبع ذلك 
'مباشرة من (©) أن : 


Xi fx + Qa, x2+ م8 + د , .. , يوه‎ 0,0, ”. .,0[7 
Kae fx Oa, x2~ Baa, ...; k~ Bar, 0,0, ...,0[ 


هى قم معينة من 9 › ولكن 42+ × +× ».وهذا غير ممكن » نحيث إن × هى نقطة طرفية فى 5 ٠‏ لذلك 
ليق ...يق برشا يجب أن تكون فة مستقلة خطياً . 
وحي. إن العجهات ها ذات أبعاد ım‏ ) فتبع ذلك من النظرية © - ١‏ أنه لمكن أت يوجد أكار من عبد مم 
يكون مستقللا خطياً . وتبعاً لذلك ا ؛ ولكن كل العناضر فى م التى تلى العنصر رقم × تكون صفرية ؛ ومن ثم 
يجب أن تحجتوى ج على حو عام ر صفرية على الأقل . 
فی حالة 8 ۲ يحدد البرهان السابق مباشرة أن 236 هى حل أساسى ممكن , إذا كانت >7 » فيمكن دائماً تعريف 
7 ور عناصر صفرية فى × (مع فرض أن رتبة حل ) بحيث تشترك المتجهات .#4 مع نظائرما 
يق ,... رنةقررش لتكون فقة مستقلة خطياً . ولذلك » ومرة آحری › تکون E‏ حلا أساسياً مكنا . 


مھ 


٠۴ - ۴‏ ابت إن كل حل أساسى ممكن هو نقطة طرفية فى 57 < 


2 ٭ لتكون حلاً اساسا مكنا , إذا ۴ €٭ › وتکون ۸-۳ على الأقل من عناصر × صفرية . بدون فقد ` 
العمومية يمكن افتراض أن التغيرات × قد رتبت بحيث تظهر العناصر الموجبة فى ٭ أولاً : 


222 : 
X= fx, x2... , xn, 0,0, ..., 0j 


بحيث إن (1,2,...,5-) 0< بع بر > و . وتيعاً لذلك » فإن 8 =4 يکن کتابتها فى الصورة : 
B‏ - بشرد رغ 
1{ 

حيث إن » وكنتيجة لكون 76 أساسية » فإن الأقة زيش , . . . ريش بنش تكون مستقلة خطيا ( انظر المسألة 8 > ۲۲ ) ٠‏ 


۶ 
ا ليست نقطة طرفية فى > ء لذلك يمكن التعبير عن ير كتكوين عدب فى نقطتين أخوين قا 


زفق 
X= 8X, + 6‏ احيث Xi # Xo‏ 


وحيث إن عناصر كل من ¥ 2 الا سلبية » والغوابتكت :8 4 62 موجبة » فينتج من (1) » (1) أن العناصر 
و-م” الأخيرة نی پر ى ب تكون أيضاً صغرية » لذلك 

(") Ki= [en c2...,c,0,0,...,0 Ke= [dr dh, ...,d.0,0,... Oj 
: د 8= 4¥ تأحذ صيغة المعجهاث‎ A =8 » )7( وبالنظر إلى‎ 


a 


a 
294, =8 5 2, dA, = B 
1 
ه نستعج أن : =« حيث إن ف = ب . ويحدد هذا التناقض أن. 26 » فى الحقيقة ؛‎ - ٠" باستخدام نفيجة المسألة‎ 


تكون نقطة طرفية . 


٩۵ ۴‏ بن أن الحل الأول ملا المستنتخ فى الفصلى الثاني هو حل أساسى ممكن . 
تمل فة المتجهات 4 المرتبطة بالحل الأَوَلىَ أعمدة ”× ” E‏ 


مسائل مكملة 


Siupplementary Problems 


۹٩ ۴‏ حده بالرسم أن 1,2[7] هو تكوين محدب فى 1.1[7] » "12-1 , 


اسهد 


Y~ ¥‏ اكتب معادلات القيود للبرنامج الخطى التالى فى صيغة متجهات : 


2 = x; + 2x2 + Oxa + Mxa + Oxs : تصغير‎ 


علماً أن : 3= ويا +2 وير 
4x ~~ xq+ x= 6‏ +221 
كل المتغيراات لاسلبية 


۴ - ۸ حدد أيا من المتجهات التالية تكون. حلولاً أساسية مكبة للبرناتج الخطى فى المسأله « - 17 ؟ هل ينحرف أى من الحلول 
الممكية : : 


(a) ]1,1,0,0,0[” @) 13,0, 0,0, 0[7 (e) {0,0,3,0, 6j (ad) ]0,0,3,2,8[7 


۳ - ۹ أكتب معادلات القيود للبرناج الخطى التالى فى صيفة المنجهات:: 


تعظم ١‏ ريو + ×0 + ×0 + 4 + و3 ¥ 2+ رر د 2 


علما بأن : | وے a ¥ 3x Xs‏ + جم + ريق 
3x4 +X =9‏ + وعد 24 
+x=0‏ وخ چیھ ارچ“ 
كل المتغيزانت لأسلبية 


۲١ - ۳‏ حدد أا من المنجهات التالية حل بمكن لليرناج الخطى فى المسألة + - 15 ؟ هل ينعنرف أى من الحلول الأساسية الممكنة ؟ 


(a) [3,3,0, 0,0,0, 0j (e) {0;0,0, 3,0,0, 0j (e) [1,0,0,0,8, 7,” 
() {[2,2,0,1,0,0,0"  {@) {0,0,0,0,9,9, 0 (0 10,4,9, 0,0,9, -9[7 


۲١ - ۳‏ ابت أنه إذا حققت الدالة الخطية قيمتها الصغرى عند نقبظتين من الفعة الخندية » فإنبا تحقق هذه القيمة الصغرى على كل الشريحة 
الخطية بين التقط ؟ 


س اج اسم 


۴ - ۴ ابت أن كل حل أساسى ممكن هو نقطة طرفية فى ك ` 


دع X‏ لتكون حلا أساسياً ممكناً » إذاً # 5*6 وتكون 78 -م على الأقل من عناصر × صفرية . بدون فقد ` 
العمومية يمكن افتراض أن التغيرات × قد رتبت بحيث تظهر العناصر الموجبة ى × أولاً : 


() 
K= [xr x2. ..., x, 0,0, ...,0 


e‏ ولوق كات 5 . کیا 1 ة 
بحيث إن (و,...1,2 =0 0< يد وتء . وتبعاً لذلك » فإن 8 على يمكن كتابتها فى. الصور 


3 
3, A, = 
11 


حيث إن » وكنتيجة لكون 36 أساسية » فإن الفعة م4 ٠,‏ .بيش ريشا تكرن مستقلة عخطيا ( انظز المسالة "8 - ٠ ) 3١‏ 
9 
أفرض أن :# ليست نقطة طرفية فى > , لذلك يمكن التعبير عن ع كتكوين عدب فى نقطتين أخرين ف 


020( 
و8 + XK = BıKı‏ حيث وكا “اوكا 


وحيث إن عناصر كل من ء يا لا سلبية » والثوابت 8 » د8 موجبة » فينج من )١(‏ » (۲) أن العناصر 
و الأخيرة فى يد م ب تكون أيضاً صفرية » لذلك 

(¥) Xi =[en c2 ...,c,0,0,...,0j Xa = (dı, da, ...,d.0,0,...,0] 
: د 8= 4 تأحذ صيغة المتجهاث‎ A, =8 + )7( وبالنظر إلى‎ 


aa=hك ‏ , ظديفول 


1ق 


باسخدام. نتيجة المسألة ٠‏ - ه نستعج أن : را =¥ حيث إن به = ب . ويحدد هذا النناقض أن 26 » فى الحقيقة » 


تكرن نقطة طرفية . 


٩۵ - ۴‏ بين أن الحل الأَوْلىَ ملا المستتتج فى الفصل الثاني هو حل أساسى مكن . 
تمل فة المتجهات لم المرتيطة بالحل الأَوْلىّ أعمدة ”× ٠"‏ 1 


مسائل مكملة 


Supplementary Problems 


م ۹۹ حدد بالرسم أن 1,2[7] هو تكوين محدب فى ”[1,1] ) "2-1] , 


0 0-7 


١۷ - ۴‏ اكتب معادلات القيود للبرنائج الخطى التالى فى صيغة متجهات : 


تصغير : Mixa + Oxs‏ + وير0 + و2 + xı‏ =2 
علماً بأن  :‏ 3= وڈ +2 ج زج 
6 ود جيم 4x‏ +2 


كل المتغيرات لاسلبية 


۱۸-۴ حدد.أياً من المتجهانت التالية تكون حلولاً أساسية ممكنة: للبرنائج الخطى فى المسأله ” - ١١‏ ؟ هل ينحرف أى من الخلول 
الممكنة : 1 


(a) [1,1,0,0,0" @) 13; 0,0,0; 0] (ce) {0,0, 3,0, 6j {d) .{0,0,3, 2,8]‏ 
#- 18 أكتب مغادلات القيرد للبرناج. الخطى التالى فى صيغة المنجهاث : 


تعظم “7 Ox‏ + ود + وبر + ميرك + وعر3 + و2 + ريرح ير 
علما بأذ 1 وس ١‏ وبرج ع3 + وذ 2+„ 
 +3x +X =9‏ # 2# 
0 > رجر + و کوچ ٣رچ‏ 


كل المتغيوانت لاسلبية 
٠١ - ۴‏ دد أا من المنبجهات التالية خلى مكن للبرناج الخطى ف المسألة + - 18.؟ هل ينخرف أى من الحلول الأساسية الممكنة 4 


(a) {3,3,0,0,0,0, 0j (e) {0,0,0, 3,0,0, 0j" (e) [1,0,0,0, 8,7, 1 
(b) 2,2,0, 1,0,0,0 {2) {0,0,0, 0, 9,9, Oj" (0 10,0,9,0,0;9, -9 


۴١ - ۳‏ ابت أنه إذا حققت الدالة الخطية قيمتما الصخرى عند تقظتين من الفعة الخندبة » فإنبا تحقق هذه القيمة الصغرى على كل الشريحة 
الخخطية بين النقط ؟ 


سس اه اسم 


4“ ع 6 8 ]اه 
۴ - ۲۲ ابت أن أى فة صغرى غير فارغة فى أى فة معجهات مستقلة خطيا هى فى حد ذاتها مستقلة خطيا ؟ 


۴ - ۲۴ ابت أن ای فة متجهات تتوى على متجه صفرى هو مستقل خطياً ؟ 


سوقت 


الفصل الرابع 


البريجة الخطية طريقة السمبلكس 


Linear Programming: The Simplex Method 


جدول السمبلكس THE SIMPLEX 1A8ELEAU‏ 
تعتبر طريقة السمبلكس هى طريقة المصفوفات لحل البرامج الخطية فى الصيغة القياسية 


2 = ©6775 : أمنية‎ 
AX=B 
22-0 


علما بأن : 
عند 


حيث إن 8<0 وبمعرفةالحل الأساسى الممكن مك ( المسألة 5 ٠١‏ ) . موجد الطريقة بالتالى حلولا أساسية ممكنة ابتداءً من 
مكلا وبقم أحسن للهدف » حتى الحصول على على الحل الأمئل . وفى براي التصغير تستخدم طريقة السمبلكس جدول 4 ١‏ ب وفيه يمثل 
Co‏ معجه التكلفة المرتبط بالمتغيرات ى Ko‏ 





6-4 


)١- 4 ( جدول‎ 


وفى برا التعظيم يطبق جدول ١‏ إذا عكست إشارات الصف الأخير . 
مثال 4 ١‏ فى برناج التصغير للمسالة ۲ ل © » 
00 41 30 
C"-CFA=[1.2.3,0,0,M]-[0,2,M)|5 1 6 0 0 0‏ 
1 1- 0 09 8 
M]~ [10+ 8M, 2, 12+ 9M, 0, -M, M] = [-9- 8M, 0, 9 9M, 0, M, 0}‏ ,0,0 ,2,3 ,1[ = 


~-CB= -10, 2, دم‎ | 2M 


: Î} Co=[0,2,M} 


ويصبح الجدول ٤‏ س ١‏ 


بام سم 





تبسيط الجدول A TABLEAU SIMPLIFICATION ٠.‏ 
لکل («,...,1,2 ع ز) ف عرف ہے = ر حاصل ضرب النقطة #نافه:م 406 ل «€ عند العمود آل من 4 . المدخل 
رقم ر فى الصف الأخير سن الجدول 4 ١‏ هو رع - © (أو ر - ر2 فى حالة التعظيم ) » حيث إن © هى تكلفة الصف الثانى من 
الجدول فرق ره مباشرة . وبمجرد الحصول على هذا الصف يصبح الصف الثانى والعمود الثانى فى الجدول المناظرين ل CT‏ 4 © على 

التوالى زائدين عن الخاجة » ويمكن حذفهما . 


THE SIMPLEX METHOD  سكلبمسلا يقة‎ 

المنطوة ١ ١‏ حدذ أعلى قيمة سالبة فى الصف السفل من جدول السمبلكس » باستشاء العمود الأخير » واطلق على العمود الذى تظهر فيه 
هذه القيمة « عمود العمل» . إذا وجد أكار من رقم مساو »> اختر أحدها . 

الخطوة ١»‏ كون نسباً يقسمة كل رقم موجب فى عمود العمل » باستثناء الصف الأخير » على العنصر ( الرقم ) فى نفس الصف فى العمود 
الأخير . وحدده العنصى فى عمود العمل الذى يؤدى إلى أصغر نسبة » وأطلق عليه « العنصر الممورى » . إذا أدى أكثر من رقم 
إلى تفس النسبة » فاختر أحدهما . وإذا لم يوجد فى عمود العمل أى رقم موجب » يكون البرئاج ليس له حل . 

الخطوة ١ ١‏ استخدم العملياث الأولية فى تحويل العنصر المخورى إلى واحد » واخختصار كل العناصر الأخرى فى عمود احور إلى صفر . 

الخطوة 4 + استبدل المتغير > فى صف احور والعمود الأول بالتغير × فى الصف الأول وعمود احور . وهذا العمود الأول هو فية 
المتغيرات الأساسية الحالية ( انظر فصل 058 ` 

لقطوة ه ١:‏ كرر الخطوات من ١‏ حتى 4 » حتى لأ تبقى هناك أعداد سالبة فى الصف الأخير »> باستثناء العمود الأخير . 

الخطوة 5 : نصل إلى الحل الأمثل بتخصيص لكل متغير فى العمود الأول قيمة مناظرة فى الصف المناظر والعموه الأخير . وكل المتغيرات 
الباقية تأخذ القيم صفر . والقيمة امثلى للهدف *2 المرتبطة ببذا هى العدد الموجود فى الصيف الأخير والعمود الأخير » فى جالة 
برنائج. التعظيم » والقيمة السالبة لهذا العدد فى حالة برناج التصغير . 


تعدديل ألو نا باستخدام المتغيرات الصباعية MODIFICATIONS FOR PROGRAMS WITH‏ 


حيغا تكون المتغيرات الصتاعية جزءًا من الحل الأوَلىَّ وكا » فإن الصف الأخير من الجدول 4 ١‏ يحتوى علي التكلفة الجزائية 414( انظر 
فصل ۲ ) . لتقليل أخخطاء الاستكمال ( انظر مسألة 4 ب 5 ) تجرى التعديلات. التالية على طريقة السمبلكس ٠‏ وتكون الطريقة التائجة هى 
« طريقة لمر two-phase method « jl>‏ 1 
التغيير الأول : يقسم الصف الأخير فى الجدول 4 ١‏ إلى صفين » يحتوى الأول منهما على الخدود التى لا تحترى عل 2/6 ١‏ بينا 
يختوى. الثافى علي مباملات 8/4 فى الحدود الباقية . 
نال 4 س ۲ الصف الأخير فى الجدول فى المثال 4 سب ١‏ 
-9-8M 0 —9-9M 0 M 0 ~14-2M‏ 


لس بارج اسم 


بالتغيير الأول مول الصف إلى مفين نا : 


4 0 0 0 9 0 وه 
2~ 0 1 0 9- 0 8~ 


التغيير الغا  :‏ تطبق الخطوة الأول فى طريقة السمبلكس على الصف الأخير الناتج من التغيير الأول . 
( ويتبع بالمخطوات ۲ ۳ ۽ ) حتى لايحتوى هذا الصف على عناصر سالبة , ثم تطبق اللنطوة الأولى على العناصر التى 
فى الصف قبل الأخير والتى فوق الأصفار فى الصف الأخير . 

التغيير الثالث : عندما يتحول أى متغير صناعى إلى أساسى . أى يتتقل من العمود الأول فى الجدول [ تتيجة تطبيق الخطوة الرابعة  )‏ 
فإنه يحذف من الصف الأعلى بالجدول » وكذلك من كل الحمود الذى تحته . ( هذا التعديل يبسط الحسابات اليدوية » 
ولا يستخدم فى حالة برأم الحاسبات ) 

التغيير الرابع : يكن حذف الصف الأخير من الجدول عندما يمتوى كله على أصفار ٠‏ 

التغيير القامس : إذا وجدت متغيرات صناعية لا صغرية فى الفئة الأساسية الائة » فإن ابناج يكون ليس له حل . ( وعلى النقيض » 

00 فإن النغيوات الصناعية الصغربةيمكن أن تظهر كمتغيرات أساسية فى الحل الا عندما تكون واحدة أو أكار من مغاذلة . 

القيود الأصلية زائدة عن الحاجة . ا ب تله سما 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


47 


بان : 9 کو3 +2 + ر 
3x1 + 2x2 + 2x35 15‏ 


تعظم 9x2٣3  :‏ رر = ۾ 
علما 


كل المتغيرات لا سابية 
يوضع هذا البرناج قى صورة مضفوفة قياسية بإدخال الخيراث الماعدة 30 ١‏ ود فى متباينات القيود الأولى والثانية 
على التوالى » ثم نعرف بعد لذنك : 1 
et [x1, K2, X3, Xa, xs] C={[1,9, 1,0,01"‏ 


12318 9 x<1 
a=] 2 2 0 1 »=[,5] x= [| 


وتكرن التكلفة الرتبطة بعناصر م« ( المتغيرات المساعدة ) صنفرية » ومن ثم "[0,0] ٥#‏ . ويصبح جدول 
س 





۹ھ س 


لحساب الصف الأخير من هذا الجدول نستخدم تبسيط الجدول , ونحسب كل رة أولا . بالتفتيش : فإنها مضروب 
العمود 2 والعمود رقم ثر. فى 4 » ثم نطرح منها التكلفة المناظرة © ( برنامج تعظم ) . فى هذه الحالة يكون العمود الثانى 
صفراً » وكذلك ره > بع -0 رع - يد » ومن ثم يكون الصف الأسفل من الجذول ء باستثناء العنصر الأخجير » هو القم 
السالبة للصف الثانى . ويكون العنصر الأخير فى الصف » بيساطة » هو مضروب العمود 2 والعمود الهاثى 8 » ويكون صفراً 
أيضاً . عند هذه النقطة يكون العمود الثانى والصف الثانى من الجدول زائدين . ويحذفهما نحصل على الجدول ١‏ كجدول أوْلىّ 


كامل . 





٠ جدول‎ ١ جدول‎ 


ويمكن الآن تطبيق طريقة السنبلكس . أعلى قيمة سلبية فى العمود الأخير فى الجدول ١‏ هى 9~ » مناظرة لعمود 2د » ومن 
ثم يعتبر هذا العبود هو بجمود العمق . ويتكوين الدسب 45 -9/2 > 7.5 15/2 نجد أن العنصر 2 ء الموضح بنجمة فى 
الجدول الأول » هو عنصر انخور » وبالتالى فتكون له أصخر نسبة .. بتطبيق الخطوة 4:17 على. الجدول الأول.» نمصل على 
الجدول الثانى . وحيث إن الصف الأخير فى الجدول الثاني لا يبتوى على عناصر سالبة » فينتج من المنطوة " أن الجل الأمثل 
هو 0خ وير ع x3 = 9/2, x =6, x] =x‏ 
غنذ + 81/2 = *ے 


2 = 80x, + 60x2 : تصغير‎ 4 
0.20 ×, + 0.32 × > 0.25 : علما بان‎ 
Xj 22 1 


مع 1د و ين لا سلبيين 
بإضافة متغير مساعد 35 ومتغير صناعى »× للقيدين الأول والثانى على التوالى يتحول البرناج إلى صيغة المصفبوفات 


: القياسية‎ 
XKefxy, X2, X3, xj 6 ع‎ ]80, 60,0, MF 


0.20 0.32 1 0 0.25 X3 
a= | 1 1 @ 11 =| 1] x= [7] 


بتعويض هذه المصفوفات » ومع 84[7 ,0] © م0 فى جدول > - ١‏ نحصبل على الجدول صفر. وخيث إن الصف الأسفل 
وى على 4 'نطبق التغيير الأول » فيكون الجدول ١‏ الناتج ى الجدول الأول لطريقة المرحلتين . 





س ول س 





0 
و |0 0 1 الك 
جدول ١‏ جدول ٩‏ 


باستخدام الخطوة الأولى لطريقة السمبلكس والتغيير الثانى نجد أن أعلى عنصر سالب فى الصف الأخير من الجدول الأول 
(باسضاء العمود الأخير) هو 1- والذى يظهر مرتين . وباختيار العمود :* كعمود عمل » نكون السب 
25 -0.25/0.20 و 11=1 . وحيث إن العنصر 1 الموضح بنجمة فى الجدول الأول يؤدى إلى أصغر نسبة » 
فيصبح هو امور » ثم بتطبيق الخطوات 3 » 4 والتغيير * على الجدول ١‏ يمكن"استنتاج الجدول 2 . لاححظ أن د تمل مل 
المتغير الصناعى = فى العمود الأول لجدول ۲ » لذلك فإن كل عمود مد غير موجود فى الجبدول ؟ . والآن » بدون متغيرات 
صناعية فى العمود الأوَلىَ » وبتنفيذ التغيير الثالث يجب أن يكون كل الصف الأخير فى الجدول صفرياً » أى أنه بالتغيبر الرابع 
يمكن حذف هذا الصف ء ويتيقى 1 


0 2-20 0 -0 


ملا الصف الأخير الجديد فى الجدول 7 . 


بتكراز الخطوات من ١‏ إلى + نجد أن العمود 2× هو عمود العمل الجديد ( مع تذكر أن العنصر فى الصف الأخير قد استثتى 
فى الخطوة ١‏ ) » ويكون العنصر الموضح بنجعمة فى الجدول ” هو احور الجديد » وتؤدى العمليات الأولية للصف إلى الجدول 
٣‏ ء وفيه مربت كل اللحسابات إلى أربعة أرقام . وحيث لا يحتوى الصف الأخير فى الجدول ٣‏ س باستثناء العمود الأخير س على 
أى عناصر سلبية » فإنه ينتج من الخطوة x = 0.4167, x= x =0 ١‏ ,0.5833 = عبد ,71.67 - *2 ( قار 
بالمسالة ١‏ ¬ ؟ ) . 





تعظم : 2+ 2=Sx‏ 
علما بأن : 6 ديد + ر×6 
4x + 3x = 12‏ 
X+ 2= 4‏ 


كل المتخيرات لا سلبية 


ل س 


يوضع هذا البرناع فى الصيغة القياسية بإدخال المتغيرات الزائدة 2 و« ,مي ,ود على التوالى فى متباينات القيود » ثم 
المتغيرات الصتاعية × ,7× ,6× على التوالى فى المعادلات الناتجة » ثم يتطبيق طزيقة المرحلتين » وتقريب كلى الحسابات إلى 
أربعة أرقام » نستنمج تتابعياً الجداول التالية » وقيها يوضح عنصر احور بنجمة . 














ˆ 0.1667 117 


Xx 1 0 0 1 
x j 0 2.333 06668 ~1 0 1 0 8 
Xe 0 1833 0.1657 0 =1 9 4 3 
0 -1.167 ~0835 0 0° 0 0 5 
0 ~4166 -37 1 1 0 0 -1 


س جدول ۲ 





x |‏ وي x.‏ َو« 2× ابد 1 





~09 6 . 0.05095 
0.4546 123° 
“0.5456 


جدول © 


والجدول 4 هو أول جدول لا يحوى متغيرات صناعية فى عموده الأول ل ء ومن ثمء بتنفيذ التغيير الثالث » يجب أن يكون 
الصف الأخير فى الجدول صفرياً . وبالتقريب الخطأ صفرياً » يمكن حذفه من الجدول » ومع ذلك فإن جدول ه ٠‏ يشل مسألة 
لا يمكن تجاهلها » وهی أن عمود العمل هو العمود × » وكل العناصر فى هذا العمود سلبية ! وينتج من الخطوة * أن البوناج 
الأصلى ليس له حل ارح اميل توفع تريح الجا تكد عي N RN‏ مك pa E‏ 
وذلك باعجياز نقط ذات إحدائيات كبيرة ) . 


5-5 تعظم : 3+ 2x‏ =2 
علماً بأن :2 عد يج2 + يعر 
4 ج يعر4 + ع6 

كل المتغيرات لا سلبية 


يوضع هذا البرناع فى الصيغة القياسية بإدخال متغير زائد د فى القيد الأول » وكذلك متغير زائد ملا » ومتغير صناعى 5< 
في القيد الثانى ؛ فيصبيح الجدول 4 - ١‏ بالتغيير الأول » جدول ١‏ 















3 0 0 ©0 
-4 0 


جدول ؟ جدول 1 


3-2 
~6 





بتطبيق طريقة المرحلتين على الجدول ١‏ ( عنصر الحور موضح بدجمة ) يكن إجاد الجدول ۲ . ولا توجد مدحلات سلبية فی 
الصف قبل الأخير من الجدول * » ولا توجد مدخلات سلبية فى الصف قبل الأخير موضوعه أعلى من صفر فى الصف الأخير . 
لذلك فإن ظريقة المرحلتين تدل :على الوضول إلى الخل الأمثل » ولكن المتغير التصناعى غير الصفرى 5ند مازال ساسا ! وبالتغيير 
حامس فإن البرناج الأصلى ليس له حلى . فى هذه الخالة ”3 تكون فارغة » حيث لا يمكن ن تحقنيق متباينات القيود وشروط 
اللاسايية آني) . 


چ = 2 


3x, ~ 2x2 ~ 4x3 + 6x4 — xg 0 : بان‎ 


FF 


0 دويق سجر ع وير > وج + عر 
0 عوبر وير وپ2 چر3 د 

1 د وعد ويد يج و 

1 


سک ېړ وړ سړړ اګ“ 


4× ,و وو ,و ل سلبية 


ا ا 


حيث إن # غير مقيدة » فإننا نضع ويد ىك ود ء حيث إن كلا من ون م ود غير سلببين » وباق المتغيرات 
لا سلبية » بضرب القيد الأخير فى ٠‏ 1-. نحصل على طرف أين موجب » ويمكن فى النباية تحقيق الصيفة القياسية بإضافة متغيرات 
مساعدة وند 'حتى ددئد على التوالى إلى الأطراف اليسرى للقيود الأربعة الأولى . وبطرح المتغير الزائد 2ا » وإضافة متغير صناعى 
ددة إلى الطرف الأيسر للقيد الأخير . وبمثل الجدول ١‏ الجدول الأَوْليّ لطريقة المرحلتين ء ومنه نشتق الجداول و ۳> .. ٦‏ 
من الجدول © يكون الصف الأسفل دائماً لا سلبياً . وتقيد. الخطوة الأولى فى طريقة السمبلكس بالنسبة للعناصر فى الصف قبل 
الأخير » والموضوعة أعلى من الصفر فى الصف الأخير .من الجدول 5 . 


4 ل م ليوا کر = × 3 -ح- وير 7- ويد 7 = ± 0ع 
.1934 =2 





٩ جدول‎ 











xı ~0.666667 ~1.33333 2 0333333 0333333 035333 












1 0 0 0 0 0|0 
x |0 20666668 633332 20 2333333 233333 13335 1 0 0 0 0|0 
xu 0 ~3 2 1 1 1 0 0 1 0 0 0|0 
Xx: ,Û 166667 233333 “1 0333333 0333333 0333333 0 0 1 0 0 |1 
xı |0 . 166667 233333 =1 0.333333 0333333 0333333 0 0 0 ~1 1 |1 






0 0ُ 0 0 1 -1 0 
+223 1 -0.333333 8003733333 3 


= 
© 
o 
© 
5 





جدول ۴ 


Xx? 


























x |1 0285715 0 1.42857 -0.142857 0.142857 0.142857 0 0 0.571428 0 0 1 

x | 0 385715 0 .~2.71428 --7 1.42857 0.428571 1 0 271427 0 272427 

xo | 0 ~1.57142 0 -185714 ~—0.714286 0.714286 20.285714 0 1 0.857144 0 0 74| 

x | 0 0.714288 1 ~0.428572 0.142857 0.142857 0.142857 0 0 0.4285727 0 0 32 
0 0 0 0 0 ~1 4 


جدول * 






0.583333 0.4666667?  -0.05  -0.0166668 33 







x 0.,0 1 0 0 0 Û [0.183333 

xı | -00833332 1 0 0 0 0 013333 015 8283333 0.116667 0 0 | 0H7 

x» | 133333 0 0 0 ~1 1 00668671 020 0.733334 193334 0 0 | 4 

zy | 0.499999 0 1 0 0 0 0200000 -0.10 0.300000 0.700000 0 8 | 0 
0 0 0 0 ©0 0 -1 1 1 







1.33333 
0 


لاج س 


5 - 5 حل البرنا التالى باستخدام طريقة السمبلكس بدون أى تعديلات ( هذه الطريقة ثعرف باسم طريقة 4[ الكبيرة ) ؟ وبين كيف 
يؤثر التقريب على الإجابة ؟ 
تعظم : 3x - 6x3‏ + 8 - = 


+ 


علما بان 6 ۾ = و+5 +3 1× 
6 وعر4 - 3x‏ + 5% 


كل المتغيرات لا سلبية 


يوضع هذا البرناج فى الصيغة القياسية بإدخال متغير زائد 4× فى متباينة القيد ومتغيرات صناعية 5*. م4 36 فى متساويات 
القيود . والتعويض بالمعاملات المناسبة فى جدول 4 - ١‏ ء وتطبيق طريقة السمبلكس مباشرة » وتقريب كل الحسابات إلى أربعة 
أرقام 2 وبتوضیح عناصر احور بنجوم › نستنتج الجداول التالية ١‏ حتی ٤‏ : 





0 36M ~78 الل58-‎ +124 2-0214 +6 0 12M ~16 -2.8M ~96 
۲ جدول‎ 


x4 





0 0.1033 0 1.172 M = Z138 M~1.172 59 





0.9990 0 0 0.9998 M-2 M ~ 0.9998 ~1401 


جدول 4 


حيث إن 24 تمثل رقماً موجباً كبيراً » فإن كل العناصر المدخلة فى الصف الأخير من الجدول 4 » باستناء المدعلات فى 
العمود الأخيرء تكون غير سلبية. ولذلك فإن الحل الأمئل يمكن قراءته مباشرة من الجدول بالا 
15.34 = عر ,10.00 ع قير » وكل المتغيرات الأخرى تكون صفرية » 4.01[ = *2 . 


اهمه« ¬ 


9-4 


يمكن ترك قيمة 4 فى الحسابات السابقة كحرف وذلك فى حالة الحسابات اليدوية . وفى حالة استخدام الحاسب » فإنه يتم 
او و ل ة مدل 10000 - مق . وبافتراض أن كل الأرقام مقربة إلى 4 أرقام يصبح العمود الأخير فى 
الجدول : 
 ~10000 10000 0 0 1-0‏ 3~ 0 60- 


لاحظ أن الثوابت المضافة 8+ ف المدخل الأول » و 6+ فى المدحل الثالث قد احتفت ف عملية التقريب » ويصبح الصف 
الأسفل فى الجدول ۲ هو : 


28000 1200 2000- 58000- 36000 0 
بينا الصف الأسفل فى الجدول ٣‏ يكون : 
0 1000 1000 0 0 0 0 


والذى يدل على الأمثلية ! ويمكن قراءة الحل الأمثل من الجدول * : 1.586 = x1‏ ,0.4828 = ؟× وباق المنغيرات تكون 
صفرية » وأيضاً ‏ 20 *ج 


ولا تحدث مشكلة التقريب هذه فى طريقة المرحلتين » حيث إن الحدود التى لا تحتوى على ۸4 تكون منفصلة من تللك التى 
تحتوى عليها » مما يجعل من المستحيل للحدود التى بها 84 أن تغمر الآخرين . 


حل المسألة ١‏ - ۷ 


باستتخدام البرنايج الرياضى المُعرّف ى (17) ف المسألة 1 - ۷ ندخلی متغيرات مساعدة ون حتى 12× کل مہا فی إحدى 
معادلاث القيود » ومتغيرين صناعيين دائد » 4 كل منهما فى الضفين الأخيرين للقيود . وبإدخال المعاملات المناسبة فى الجدول 
٠١ - 4‏ واستخدام التغيير الأول نحصل على الجدول ١‏ م بتطبيق طويقة المرحلتين نستخرج الجداول من " حتى ه . ويمكن ١‏ 
قراءة الجل الأمثل مباشرة من الجدول © . 


برميلا 37727.3 = × 


برميلا 27273 - وير 
برميلا 22727 خ ؤي 
برمیلا 12272.7 = 3× 
000 $125 0 


وفى ظل هذا الجدول الأمثل للإنتاج تتعج شركة أزتك 50000 = xî + x3‏ برميلا من الريت العادى له ضغط بخار 
5 » ورقم أكتين 7 » وتنج أيضاً 0 = × + 3× برميلا من الممتاز له ضغط يفار 19.5 » ورقم أكتين 93.0. 


لذللك ستبتج الكميات المطلوية بالضبط لمواجهة الحد الأدنى من الاحتياجات بدون زيادة . ولتحقيق ذلك .. ستستخدم أزتك 
x? + x$ = 40 000‏ برميلُا من مخازنها ( كل ما تملك ) » وكذلك 15000 ح وير + ود برميلُا من المستودعات:الأجنبية .. 


¬ ۹ س 


بين مدى صحة طريا 


يقة 


السمبلكس فى حل ٤‏ س ۲ جير 


a 
يا ؟‎ 


ا ها لم 


ه مداه .هه ه وه ه 


© © 0م نه وه هو ه 5 ه jA‏ 
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5-48 


« م عه واوا دوا وا وه 


ه © هه واوا ددهو ه هه 


8 مهاه واد هزه 


© ه © و و ات هو ساي 
© © © © ت هته ته و 5 د 
- ه ه و م ه 5ه ه ه.هو 
مه و ؤس وو وهاه 
© - 5 هه و ا واواه 5ه هه 


© :© هم نه هو واو سواه 
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O0G000000mo 


86> © 6 65 5ه .مه 
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ه © ه - ه ه وه و وه 
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© 5ه ه مه داو ه هه 
© هت امه وداه 5ه 5ه 
© هه هه هماه ماه مرو 5ه 
> ه م هه 5ه واو وسو 
© © 5ه هه هه هت هه و ود 


> © © 5ه © 5ه 5ه نت و 5 


6ت او تت حم وه سم سان 5 
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moomgownome 
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5 حد اه بم يو دراو ساني ب 
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وك 
8 خم 
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© م ف ماي 


للقن 


البرناج فى الصورة القياسية هو : 
تعظم : Oxa+ Mxa‏ + ج60 + 80 - 2 
غلا نان :025 = وعد + و 0,32 + 0.201 »( 


XxF x2 += 1 


كل المتغيرات لا سلبية 


بتطبيق النظرية المقدمة فى الفصل الثالث على هذا اموذج » فإنث 4>- م (الخغيرات )» و 2= ™ (معادلات 
القيود ) » بحيث إن النقط الطرفية للمنطقة الممكنة ”ّى يجب أن تكون نا 2= - م عناصر صفرية . وحيث إن الحد 
الأدنى يجب أن يحدث عند إحدى النقط الطرفية.» فهذه هى الاعتبارات الوحيدة الممكن أخذها فى الاعتبار . 

كحل أُوَلىّ بالنقطة الطرفية للنموذج )١(‏ هو: ,2-0« > 50.25 ع 1=هx×‏ تحدد ما إذا كان هذا 
الحل يمكن تحسينه بكتابة الدالة الحدفية منفردة بدلالة المتغيرات الصفرية » وما ×١‏ 4 2* . ( يمكن بالتأكيد حل معادلات 
القيود فى د + مد بدلالة :*. » 2 .» وذلك لأن حل التقطة الطرفية هو حل أسامى ممكن ) . بحل معادلة القيد الثاني 
فى ه* » والتعويض فى الدالة الهدفية » نحصل على : 


M)xı + (60 ~ M)xa + M‏ - 80) عاج لق 


بمقارنة اتموذج )١(‏ بالجدول صفر ف المسألة 4 ۲ » وجلاحظة كيف تعطى (۲) بالصف الاسفل من الجدول . 

ف الحل الخال 0 = 2× =× » ومن )١(‏ ۸= + يمكن اختصار الدالة الدفية إذا كانت يي » أو 4× من المسكن أن 
تكون موجبة » نختار 2 . ولذلك فإن القيد )١(‏ يحدد أن :* ليست أكبر من 1.25 -0.25/0.20 وحدات » وذلك إذا 
ظلت المتغيرات الباقية لا صفرية » بيها يجده القيد الثانى أن × ليست أكبر من واحد » وذلك لنفس السبب . وما كان القيدان 
يجب أن يتحققا » فإن :2 يجب ألا تزيد عن الواحد . بوضع 1 =ر× كنتيجة 0= = 2× : فإئنا نحصل من معادلات 
القيد على ' 0.05 =و× . وتُّكَوْن هذه القيم حل النقط الطرفية ( الأساسى ) للبرناج . 

يدحل المتغير الصناعى مك مبدئياً فقط للحصول على الحل الأول . وف التباية يصل هذا المتغير إلى الصفر . وحيث إن لدينا 
الآن حلاً للبرناج باستخدام 0 -مند » فإننا يمكن أن نحذفه من أى اعتبار » ونعمسك بالبرناج : 


تصغير : و0 + ج602 + 80:1 ع ع 2 
علماً بأن : 0.25 =× + 0.322 + 0.20x‏ )4( 
mk x > 1‏ () 

كي المتغيرات لا سلبية 


وفيه حل النقط الطرفيةب 0.05 = د× ,0 = وبر ,1 = × -معروفه » لاحظ أن هذا الحل فيه 3 = " متغيرات » 2 = ٠‏ 
معادلة قيود » لذلك فإن النقط الطرفية يجب أن تمتوى على الأقل على 1 -2 --3 متغيرات صفرية . 

لتحديد ما إذا كان الخحل الابتدائ للبرناج الجديد يمكن أن يُحسن » نحل المعادله () سب المعادلة التى :"حددنته وھ ل بالئسية لم 

1 © وتعوطى بالنتيجة فى (5) )٤( ١‏ ؛ فيضيح البرتاتج : 


(1) 2 = 0x, ¬- 20x2 + 0×4 + 80 : تصغير‎ 
CY) و× +ر×0.12‎ = 0,05  : علماً بان‎ 
(4) xt x = 1 

كل التغيرات لا سلبية 


- ۸ 


قارن هذا البرناج بالجدول ؟ فى المسألة ( ٤‏ سا ) 

فى الحل الحالى 0 ويد . » وينتج أيضاً من (5) أن 80 = 2 . من هذه المعادلة يتضح أن 2 تبقص إذا زادت دند 
ويحدد القيد (/) «* بالقيمة بين 5/12 -0.05/0.12 إذا بقيت المتخيرات الأخرى لا سلبية » بينا تحدد (8) قيمة مب 
بالواحد . ولما كان كلا القيدين يجب أن يتحققا , فإن 2* لا يمكن زيادتها عن 5/12 » وذلك يجعل 0ع يريد . نجد من (8) 
أن 7/12 =× . وهذا هو حل النقطة الطرفية الجديد للبرناج . 

ولتحديد ما إذا كان من الممكن تحسين هذا الحل , نحل أكعادلة  )۷(‏ العادلة التى حددت قيمة #2 س بالسبة ل #2 » 
ونعوض بالنتيجة فى () » (۸) ؛ فيصبح البرناج : 


تصغير. : 71.67 + ويد 156.7 + 0x, + 0x‏ = 2 )4( 
علما بان : 7 - 8.333 + x2‏ (۰) 
0.583 = 8.3333 ± 0 

كل المتغيرات لا سلبية 


المعادلة )٠١(‏ هى نفسها (۷) مقسومة على 0.12 . قارن صيغة هذا البرناج بالجدول * فى المسألة 4 ل ؟ . 


فى الحل الحالى 0 = وچ > لذلك تج من )٩(‏ أن 7167 z=‏ .كا ينتيج من (4) أيضاً أن أئ قيمة موجبة ل ونا شوف 
تنقص قيمة 2 عن هذه القيمة . وفى الحقيقة » فإن أى تخصيص لقيمة و سوف يزيد قيمة 2 » لذلك فإن الحل الحالى هو 
الحل الامثل . 


مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


استخدم طريقة السمبلكس أو طريقة المرحلتين لحل المسائل التالية : 


4-5 
تعظم 1 وخ« + 2 
علما بان : 5 = ر×5 + × 
A+ xS4‏ 
د ,1د الا سلبية 
o — f‏ 


تعطم _ : 4×2 + :×3 = 2 
علماً بأن : 6 × + ,×2 
2x, + 3x59‏ 


وا ,هلا سلبية 


~~ ۹ = 


91-4 
2=» +2 : تصغير‎ 
× + 3x 11 : علما بان‎ 
2x+ x 9 


د× ,× لا سابية 


دوو 
تعظم 5 وجو کچ 
علماً بأن : ' 5000 < ع2 + يعر 
5x + 3x2 = 12 000‏ 


2× ,× لا سلبية 


١-4 


تعظم وعر4 + xa‏ + 2 حرم 
علماً بأ : 1 عديير جيير ابر 


X4+ و2 جود‎ 2 
3x + 2x+ x= 4 


كل التغيرات لا سلبية 


14-4 
2 = 14x + 13x2 + 1x3 + 13x4 + تصغير : 126 +وع13‎ 
ره‎ xat X4 علما باك : 0 ع‎ 
وعر لذ وبل‎ + xe = 0 
xı + X4 = 0 
x2 + X5 = 700 
E2 + x= 500 


كل المتغيرات لا سابية 


٩8 - £‏ سألة ۲ ¬ ۸ 
۹-۴ مسألة ۲ - ٠١‏ 
/وو مسألة ۲ - ٩‏ 
18-4 مسألة <- ١١‏ 
١4-4‏ مسألة - ۳ 


۲٠ - 4‏ مسألة ١‏ - ۷ ولكن الزيت ارون ۸٠,٠٠١‏ برميل » والزيوت الأحرى ۲٠,٠٠١‏ 
9١-5‏ مسألة ١۷-١‏ 
۷-4 اة ا =4 
۳-4 مسألة ١1-و١‏ 
94-4 مسألة ٣۲-١‏ 


يا له 


الفصل اخامس 


البريحة الخطية : الازدواجية 


Linear Programming: Duality 


برتبط كل برنائج خطى فی المتغیرات واد و ٠‏ و2 وا ببرناج خطى آخحر ف المتغيرات Wı, W2, , WM‏ ( حیث إن ۲ هی عدد 
القيود فى البرنا الأصلى ) يعرف « بازدواج » البرئاج . والبرناج الأصلى يسمى الأولىّ » ويحدد تماما شكل ازدواجه . 


الازدواجات المتائلة SYMMETRIC DUALS‏ 
ازدواج برنامج خط ( أُوّلنّ ) فى صيغة المصفوفات ( غير القياسية ) 


تصغير | : 0736 اج 
علا بن : ê AK=<8‏ 
2# : 2-0 


حيتت 


فى البرناج الخطى 
تعظم ‏ : BW‏ = ۾ 
علماً ATW <C : ù‏ 
حيث : W=0‏ 


وبالعكس » فإن ازدواج برناج ( ه - 3 ) هو البرناج ( 5 - ٠ )1١‏ 
لبرنايان و ه - ١‏ ) » ( ه - ١‏ ) يكونان متاثلين » وكلاهما يحتوى على متغيرات لا سلبية ومتباينات قيود » ويعرفان بأنهما الازدواجات 
المتائلة ذكل منهما . ويطلق أحياناً على متغيرات الأزفواج بس ,... ردس رر تكلفة الظل . 


حلول الازدزاج 801111075 تفناط 

نظرية م - 1 ونظرية الإزدواجية ‏ بسعمممء!1 وثلصصاظ ١) ١‏ إذا وجد حل أمثل للبرناج الأول أو برناجج الازدواج » 
فإن البرناج الآخر يكون له أيضاً خل أمثل » ويكؤن لدالتى ادف نفس الحل الأمثل . 1 1 
فى هذه الخالات يوجد الل الأمثل للازدواج الأول فى الصف الأخير من جدول السمبلكس النبافى للازدواج الثانى » وذلك فى الأعمدة 
المرتبطة بالمتغيرات الزائدة أو المساعدة ( انظر مسألة © 7 ) . وحيث إن حل البرنامجين يمكن الحصول عليه من حل أحدهما » فإنه من 
الأسهل حسابياً حل الازدواج » بدلاً من البرنائج نفسه ( انظر المسألة © - 4 ) 


— س 


نظرية © - > مدأ للساعدة للكملة ‏ مإمزعيزبط مودسؤععاى وبعنمء معاومه© ) : لما كان للازدواجين التائلين 
حلول مثلى » فإن القيد رقم 2 ف أى موذج بمثل متباينة ‏ بمعنى أن المتغير الزائد أو المساعد يكون موجباً ‏ ويكون العنصر رقم م فى الحل 
الأمثل فى الازدواج المماثل مساوياً للصفر . 

انظر المسألتين ( ه - )١١- ٠١١١١‏ 

الأزدواجات غير المتائلة هتذناطظ ÙNSYWîMÊTRiC‏ 


فى حالة البراج الأولية ف الصيغة القياسية يمكن تعريف الازدواجات ا بى : 


الأول الازدواج 

= Cî :  ريغصت‎ 

z=BTW ., تعظم‎ z=CXK پو‎ 

(6~) ATW=C  : ùi علماً‎ (~e) A=8 : علمابان‎ 
٣ X0 :  ثیح‎ 

CT ىف‎ 

z= BTW 1 نین‎ z= CTX : Ka 

علما بان  :‏ 58م (ه-ه) علماً بأن : Cees ATW>C‏ 
حیٹ ‏ : X=0‏ 


( انظر المسائل ه - ه » ه - 5 ) . وبالعكس .. فإنه يمكن تعريف ازدواجات البرناتجين ( ه - ٤‏ ) » و ( © - 5 ) بأنهما البرنابجان 
(ه -*) (٠‏ ه - ه ) على التوالى . وحيث إن إزدواج أى يرنامج فى الصيغة القياسية لا يكون ‏ فى حد ذاته س فى صيغة قياسية » فنكون 
هذه الازدواجات غير متائلة . وتكون هذه الصيغ متسقة مع » وتابعة مباشرة لتعريف الازدواجات المائلة ( انظر المسألة ه -8 ) . 

تتحقق أيضا النظرية ١ - ٠‏ للازدواجات غير المهائلة تتحقق أيضاً . ومع ذلك .. لا يكون حل أى ازدواج غير متائل » عامة » ظاهرة 
مباشرة من حل البرناج الأول » وتكون العلاقة : 


CSR W*T = CTA! or W* = (A) Co 
(ه-م)‎ X*" = BÎ(A)J' or X* = AĞ'Bo 


ف ( ۷-۵ )؛ مث و € تتکونا من عناصر ۸ , € ف برنامجیہما ( ه - 8 ) أو (ه - ه )» ويتبع هذا للمتغيراث 
الأساسية فى *6, فى ( 2-8 ), 4 و 8 تكورنا من عناصر 4 , 8 ف برنامجهما( ه -4 )أو (ه -5)» ويتبع هذا 
للمتغيرات الأساسية س و انظر المسألة م -/ا) . 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


1-8 حدد الازدواج المهائل للبرناج 


yy - 


تصغير : و +222 +دررة داع 

علما بأ :20ح ويد +ييرة +2 
8x + 5x; = 30‏ + م 3 
40 و3 + يد + ود 
xı + 2x2 + 4x3 = 50‏ 


كل المتغيرات لا سلبية 


علا ارج له صيفة ( ه - ١‏ ) ء وازدواجه من الصبغة ( ١-0‏ ) يمكن إتجاده بأخذ عكس الأمثل » وتبادل © ., 8 
ومقلوب 4 وعكس متباينات القيود : 
تعظم 3 50 + و40 + م301 + و20 عاج 
علماً بأن : 5 2w + 6wa+ Twa+ Wa‏ 


2 مم2 جوم Swat‏ + بيرق 
1 كت بمرة + وور3ق + وسرة + رونو 


كل المتغيرات لا سلبية 


22 


لاحل أن البرناج الأول )١(‏ يحتوى على ثلاثة متغيرات وأزبغة قيود ع ينا يخنوى ازدواجه (؟) على أربعة متفيرات وثلاثة 
قيود . 


+ حدد الازدواج المزائل فى البرناج : 
0 : 2 + 2 ع ے 
علما بأ 0ع يبرة + رع 
6 رق + وير 
8 2+25 


0 


كل المتغيرات لا ضلبية 


هذا البرناج من الصيغة ( ه - ؟ ) بمتغيرات × تستبدل بالمتغيرات 8 . وينفس خخطوات المسألة م - )١‏ , ند 
الأزدواج ( ه - ١‏ ) بالمتغيرات w‏ بدلا من المتغيرات ± . 


تصغير : 8105 + وسر6 + Ow,‏ = + 
علماً بان : 2ع روسج خيس جرس 
1 ع2 و2 Swit wa‏ 
كل المتغيرات. لا سلبية 


هدام بين أن كلا من البرناج الأول والازدواج فى المسألة و ه.- ؟ ) لما نفس القيمة الان ل 2 > ون حل کل منہما یتواجد فی 
جدول السمبلكس الأخير كل للآخخر . ْ 


¥ س 


بادخال المتغيرات المساعدة ود ,ويد ,دند على التوالى فى متباينات القيود للبرناج الأول )١(‏ فى المسألة (ه - 5 )2 
وتطبيق طريقة السمبلكسر_ على البرنائج الناتج » فإننا نسستج بالتتابع الجداول ٠ ۲ ١1١‏ 


متغيرات مسباعدة 





لس ييه 
حل الازدواج 
جدول ١‏ جدول ۲ 


٠‏ يستتتج حل البرنامج الأول من الجدول ؟ : 2*8 5-0 ,4 - وير . ويوجد حل الازدواج فى الصف الأخير 
من الجدول فى الأعمدة المرتبطة بالمتغيرات المساعدة للحل الأمثل . وهنا 3=1س ,3=0س ,0=« 


ويمكن حل الازدواج. مباشرة بإدخال م فيرات زائدة Wa gy Ws‏ ومتغيرات صناعية و ۷6 للبرنايج (۲) فی 
المسألة ( ه ~ ۲ ) » وتطبيق طريقة المرحلتين التى تنج الجداول اله....ة ١4‏ : 


متغيرات زائدة 





6 
حل البرناج الأول " 
جدول ٩‏ جدول 4 





يكن قراءة حل الازدواج من الجدول ٤‏ کالتالی :1 3« ,0 = w3‏ = س حیٹ 8 = (8-)- = *ے ٠‏ ويوجد خل 
البرنامج الأول فى الضف الأخير من هذا الجدول فى الأعمدة المرتبطة بالمتغيرات الزائدة . وهونفسه الحل السابق , 


ه-ة 

تصغير : وا + وج + ولا + وز + رې + × = 2 

علما بان : 7 ير + xı‏ 
20 : ود + وج 
14 - ود دود 
xg X4 = 20‏ 
X4+ Xs = 10‏ 
xs+x= 5‏ 
كل المتغيرات لا سلبية 


س يو لم 


لحل هذا البرناج مباشرة يتطلب إدخال ١١‏ متغيراً جديداً ستة مهم زائدة » وستة صناعية . وتطبيق طريقة المرحلتين . 
وكمدخل أسهل ء فإننا نعتبر الازدواج : 


z = Twı + 20w2+ 14wa + و1010 + مم20‎ + 5٠06 :  مظعت‎ 
Wı + wa =1 : علما بان‎ 
Wat Ws s1 
Wat Wa > 1 
Wa} Ws <S1 


ws+ wS 1 
W1 +wS1 


كل المتغيرات لا سلبية 





متغيرات مساعدة 
عمست سس ج مع السب نب عم بحسن سم 
Wg Ws, W WI ¥8 W9 Wo Wu Wiz‏ ولا W2‏ ونوا 





خل البرنامج الأولى 


جدول 8 


يوضع هذا اتموذج فى الصيغة القياسية بإدخال ستة متغيرات جديدة كلها فساعدة . وبتطبيق طريقة السمبلكس نحصل على 
التوالى على الجداول . يعطى الجدول ه الحل الأمثل للازدواج , وبالتالى فإن الحل الأمثل للبرناج الأولى يتواجد فى 
الصف الأخير من هذا الجدول فى الأعمسدة الرتبطة بالخسغيرات المساعدة. وبالتحديد 
,5 8ه ,0 ع وج ,20 ع وعم ,0 - وعم ,18 ع قم ,2= x‏ ` ند ,45 =2 . 


8-8 حدد ازدواج البرناج 


س ۷ 


= تعظم و2 ع3 + ير‎ 
4x, + 8x2 + 6x = 25 علماً بأن‎ 
Tx + Sx + xg = 30 


كل المتغيرات لا سلبية 


هذا البرناج من الصيغة ( ه  ٠ ) ١‏ ويعطى ازدواجه غير المهائل فى ( 5 س 1  )‏ يلى : 


تصغير  i:‏ س30 + س25 = ۾ 
4wıtiwaz 1‏ 
8w + Swaz 3‏ 
6w + wa a —2‏ 


۹-۵ حددپازدواج اراج , 


تصغير : 3x + x2 + Ox + 0x4 + Mxs+ Mxg‏ داع 
علما بان : 7= × + و ¬ + 
2x + 3x, - + x= 8‏ 


كل المتغيرات لا سلبية 


ولا كان هذا البرناج من الصيغة ( ه ‏ 7 )ع فإن ازدواجه غير المجائل يعطى ( © 4 ) ؟ بلى : 


تعظم : وسر8 + wı‏ =2 
علا بأن : 3 و2 + wı‏ 


wı + 3w! 

“Ww =0 
~ w5 0 
Wı sM 
ws M 


ولأن القيدين الالث والرايع متكاضان 0رس , 0< ب« ١‏ ولأن القيدين الخامس 'السادس يتطلبان أن تكون المتغيرا 
مخددة 


( هذا الشرظ مفترض. مسيقاً ) » فإن برج الازدواج بمكن تبسيطه إلى : 


تعظم ٠:‏ وسبر8 + wı‏ =2 
غا بأن : wı+2w S3‏ 
1 > رور3 + ريو 


Wr‏ و دس لا سابية 


VR. 


۷-۵ حقق 72-50 )0ه سم)ع راج السألة وه ساهع. 


يمكن حل البرناج الأول باستخدام طريقة المرحلتين إذا أضيف المتغيران الصناعيان د , ند على التوالى إلى الأطراف 
اليسرى لمعادلات القيود . تنج ج الجدأول 4...١‏ ء 








0 0 368 


جدول 4 


يوضع الازدواج ف الصيغة القياسية فى السألة - ٠‏ ( بإحلال وس حل ةاد ) » ويتطبيق طريقة المرحلتين لهذا البرناج 
نستتتنج الجداول دي 


وينتج من جدول > أن : 0= × ,1528 = 8× ,3.193 ل عند 7.777 =2 . وینتج من جدول + أن 


wf = w~ wî = 04444: ww = w~ wê = —~0.1111 


عند 7.778 = (7.778-)- = 2° 
لاحظ أن قم الحدف للبرناج الأولىَ والازدواج متائلة » ما عدا تقريب الحطأً . 





E 


لتحقيق ( ه ‏ 7 ) نلاحظ أن المتغيرات الأساسية فى *٭ هى م ر د + ومن ثم ( ٥‏ س ۷) تصبح : 
. 5 
0.111 - ,10.4444 - [4/36-,16/36] - [ يور د [ 1.31[ = 1 ُ 13 د ”نبو 


لتحقيق ( ه الم ) نلاحظ أن المتغيرات الأساسية فى */887 کا هو معطى بالجدول “٣‏ هى و۷ ك۷ ,د۷ ء ومن ثم 
( © سال ) تصيح : 


4 7 0 5/36 736 0 

X*" = [25,-30,0] | 8 -5 0| - ]25,-30,0[ | 8/36 436 0 

~6 9 1 42/36 6% 1 
+= [115/36, 55/36, 0] = [3.194, 1.528, 0j 


ه - ۸ بن أن صيغة الازدواج غير الماثلة تتخدد بصيغة الازدواج المالل فقط . 
اتو ارام هبن ٣‏ ) ا نو۸ = ۸ × # » حي إن قيد التساوى 8 = جه يكون مكافاً لقيود التباينات 
١ X58 » K> B8‏ وحيث يكن كتابة هذه المباينة الثائية 8- د كله- يكون البرناج ( © ٣‏ ) مكاقاً ل : 


z=) : تصغير‎ 


علماًبأن : A8‏ 
x :‏ )0( 
+ تلد : 0= 
a] 4 B ١‏ 
جيك : ا إاعة 4[ = 
يأحذ البرناج )١(‏ الصيغة ‏ © س ١‏ ) » ويعطى ازدواجه المقائل ( ۵ س ۲ ) ( بكتابة نه بدلا من W‏ ) : 
تعظم : BTU‏ = 
علماً بأن : ©7006 00 
حييث : 1020 
وبتجرىء 8 إلى متجهين ذوى أبعاد ‏ 8 ٠‏ لا و ولا » وباستخدام تعريقات ف را ل. يمكن كتابة (5) 
تمي د و86 - يل | تل كه سم 
Mm‏ 


عسابك : درون - ,نوجهة [ين] إتمد تم 
عند * 7 0«ينة نمه 0جرنلة 
وأخيراً + بتعريف رل إل ۷# ١‏ وملاحظة أن الفرق بين المنجهين غير السلبيين ليس مقيداً بإشارة » نضع (7) التى 
تعتبر ازدواج البرناج ( هه * ) فى الصيغة : 
BTW : e‏ =2 5-5 
علما بان : 6ع ATW‏ 


ا 


Nam @ 


والفوذج الأخير هو بالضبط البرناج ( ١‏ 4 ) . 


بتكرار اللغطوات السابقة بالكلمين « تعظم » » « تصغير » متبادلتين » وبعكس التباينات فى القيود الرئيسية » يمكن بيان 
أن ازدواج البرتاج ( ه ل ه ) هو البرتاج ( ٠‏ سا ) 


اثبت أنه إذا كانت 36 أى حل ممكن للبرناج وه 2)١-‏ و ۷ أى حل ممكن للبرناج (ه ل 7 ) ء فإن : 
Bw‏ © طق : 
إذا كانت ٭ حلا مکنا ل زه ١‏ › إن : 4*8 . بالضرب السابق للمتباينة ف المتجة اللاسلبى 1977 نحصل 
على : 21978 5م797 والذى يكافء : : . 
857 ج عتم 7 1 0( 
حيث 18718 كمية غير متجهة . 
إذا كانت 19 حلا مكنا ل زه كنع فإن : WAsC"‏ أو ف لوثم . بالضرب اللاحق فى المدجهة 
اللاسلبية * نمحصل على : 
WTAXs CTX‏ قف 


وقق (۱) › (۲) معا بق ج0736 


بمعرفة أن ۸ فى البرناج ( ° س ١‏ ) فى ير عا يور »قاع Xal nez 5 Xe‏ ليكونوا متغيرات زائدة مدحلة ف البرناج 
لمعاجة متساويات القيود » ودع : ممم ,۰۰۰ ھوو۷ و۷ لیکونوا متقيرات مساعدة مذخلة إلى البرناج  (‏ سب ۲ ) 
لنفس السب » ودع 2 م21 لتكون قي ذوال الحدف للبرناج ( ه  ١‏ ) غلن التوالى . بين أن : 


١ 2 a 
(0) SF Wma F Fy Wina = mE 
j=! ie} 


البرناج ( ه  ١‏ ) يأحذ الصيغة . 


تصغير : OXxns1 ¥ Oxn42 F °° ° F OX‏ + تررم + Cty + ٠ ٠‏ = وو 


0 
علما پان : يمع | دخ - وتمره ٠ ١+‏ د 4 ولاقوة + يجروج 
= و ٠ ٠ ١ + Bonn‏ + رلاووه + ديري 
و 2 بجي - Anti F Ania ¥ ° °° F AmnXn‏ 


1 كل المتغيرات لا سلبية 1 
بضرب معادلة القيد رقم ن بالبرناج فى (1,2:...,0 - 4 ,م وتجميع النتائج » صل على +. 


3 4 م‎ 
2 > امار‎ > nej; = 2 bw 
fei jet tet is 
a : بطرح هذه المعادلة من‎ 
0 3, ox = zı 
jt 


وميد 


1١١.8 


نحصل على : 


2 وج نح الاج ور 2 + الات 2 - بترت‎ 2 Dw: 
2-1 ja1 كر‎ i 
: التى يمكن كتابتها کا لی‎ 
« mm و‎ mM m 
0 2 و(‎ - 3 a Jx, + Fy Xai = 23~ 27 biwi 
حر‎ 1 i a1 


البرنامج ( © ۲ ) يأحذ الصيغة : 


Za = bw F °+ ° + Do Win + Ow + Owmaa + HF OWmen تعظم‎ 


@iiWı + Awa + ° ° طن د‎ Qari Wm + Wn+t = علما باك : رع‎ 
awı LAW2 + °+ Qn 2W TF Wms ا‎ 
@INWI F QanW2 + ٠ ٠ ° + Qor + Wman & Cn 


كل العغيزات لا ضلنية 
بحل المتغيرات المساعدة (,... ,1,2 -/) رمس فى البرناج نهد أن : 
am‏ رن يمسا 
بالتعويض 'يهذه النتيجة ى (؟) » وملاحظة أن : 


1 95 
ب ا کے 
e} 1‏ 7 


نحصل على )١(‏ 


أثبت مبقا المساعدة المكملة ( نظرية هلل ۲ ) . 
لحل البرناجين (-أ ١)ء‏ هل ؟) حلا ملا *88 , *× على التوالى » تصبح العلاقة )١(‏ فى المسألة 
(ه-١٠):‏ 
0ع بم وو XW + FS‏ 3 
f“ 1-1‏ 
يضبح الطرف الأيمن صفراً بسبب النظرية (.ف ٠١‏ )+ ولا كان كل متغير فى المعادلة السابقة غير ساب > فإن التجميعات 
النردية ينب أن تختفى » بمعتى أن : 


xy =0 ..,1,2ع ن)‎ and ix =0 (G=1,2,...,m) 


وف اليسار مضروب العنصر رقم از من *يق ف المتغير المساعد رقم تر فى البرناج ( © ۲ ) ٠‏ إذا كان أحدها موجاً 
يجب أن يككون الآخر صفراً . وف الهين مضروب الغنصر رقم : 'من *8# ف المنغير الزائد رقم + فى البرناج ( ه  ١‏ ) ؛ إذا 


2 


كان أخدهها موجباً » فإن الآخر يكون صفرا . 


AF 


٠۲ - ۵‏ استخدم نتائج مسألة ه ‏ © لتحقيق مبدأ المساعدة المكملة . 
باعتبار الجدول الأمثل للبرناج الأول ر الجدول ۲ ) » نجد أن المتغيرين المساعدين الأوليين × ر و« موجيان 
y x= 2‏ 6د وبا . ومن ثم يجب أن يكون المتغيران الازدواجيان الأوليان ٠ Wi gy W2‏ مساويين للصفر . وھا 
كذلك . ونجد كذلك أن متغير الازدواج الثالث 1 wa=‏ وو د مو لاتير العا ااا ي البرناج الأول %5 
يجب أن يكون ضفرياً أيضاً . وهو كذلك . 


بعد ذلك أعتبر الجدول الأمثل لبرناج الازدواج ( الجدول ؛ ) . يكون الخغير الزائد الثانى وه 'موجبا » ومن ثم يجب أن 
يكون المتغير الأول الثانى بد .مساوياً للصفر ..وهو كذلك . ويكون المتغير الأول : موجباً » لذلك يجب أن يكون المتغير 
4 الرائد الأول فى تموذج الازدواج مساوياً للصفر'. وهو كذلك . 


مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


فى المسائل من ه  ١‏ حتى ٠‏ س ۱۷ حدد ازدواجات البراعج المعطاه 


١-68 
تصغير :¦ و80 + ×26 + ,×12 = ج‎ 


2x: + 6×2 + و5‎ 4  : علما بآن‎ 
4x + 2x2+ xz 10 
xı x2+2xa= 6 


كل المتغيرات لا سلبية 


164-68 


اتضغير :0 ولاق + و2 + ويد +282 + رودق = 2 
علما بان : 6ور +يير + 2x + 5x2‏ 
4x2 2× + 2x; + 3x6 = 5‏ 
6x2 + 33+ xa + Sxs = 7‏ ~ 


كل المتغيرات لا سلبية 


١8 - © 
2 = 6% - X2+ تعظم : و3‎ 
Txt ilxz+ 3x3525 : علماً بأن‎ 
2x, + 8x2 + 6x > 30 


xı x + 73535 


كل المتغيرات لا سلبية” 


مم 


2 - 10 + تعظم. : و25 + و20 + ج15‎ ١5-8 
8x + 6x2— علماً بأن : 16ج بد جود‎ 
3 + وير - و22‎ = 0 


كلل المتغيرات لا سلبية ' 


ه-/17١1‏ 
تصغير : × +22 +× =2 


علما بان : 1ع وير +يع 


3xı + x2+ 3x3 = 4 


كل المتغيرات لا سلبية 


ه - ٠۸‏ يين أن البرناج المعطى ف المسألة 0:- ١5‏ له نفس القيمة الملل مثل ازدواجه بحل البرناتجين مباشرة . 
ه - 14 أوجد الحل الأمثل ‏ للبرناج المعطى ف المسألة ه - ١4‏ بحل ازدواجه . 


ه - 07٠١‏ حدد الازمواج المقائل للبرنا فى المسألة 4 - ۴ . حل الازدراج مباشرة » وتحقق من أن أي من البزنامح الأولىَ أو ازدواجه المهائل 
له حل ولكن ليس أمثل . وبالتالى .. فالآخر ليس له حل . 
۲١ - ۵‏ بإيجاد الازدواج غير المتائل للبرناج 


تصغير :2 و2 عدر 
علما بان : 5 ع يبر يبر 


5- ع وير سير 
كل المتغيرات لا سلبية 
أله من الممكن لكل من اناج اَن ولزهواجه ألا يكون هما حل ممكن . 
ودابوو استخدم نتائج المسألة ه - 4 لتحقيق مبدأ المساعدة المكملة . 
YF~o‏ حقق (ه -7)ء (ه -8 ) للبرنايج المعطى فى السألة ه - ١۷‏ . 


ه-4؟» ابت أنه إذا كانت رس ر مج حلولًا ممكنة للبرنامجين (ه-١)ء‏ (ه-١)‏ على التوالى » بحيث إن: 
C"Xo= BTWo‏ > فان Wo‏ ىر Xo‏ تكون حلولا مثالية لبرابجها . 


چ ا 


الفصل السادس 


طريقة التفريع والتحديد بريجة الأعداد الصحيحة 


Integer Programming : Braneh-«and-Bound Algorithm 


FIRST APPROXIMATION JJ اقرب‎ 


برناج الأعداد الصحيحة هو برناج خطى » بشرط أن تكون كل متغيراته أعداداً صحيحة ( انظر الفصل الأول ) » لذلك فإن التقريب 
الأول لكل برناج الأعداد الضحيحة يمكن الحضؤل عليه بعجاهل هذا الشرط + وخل البرنا الخطى الناتج بإجدئ الطرق السابق تقديعها : وإذا 
كان إناخل الأمثل للبرناج الخطى أعداداً صحيحة » يكون هذا الحل هو نفسه الخل الأمثل لبرنا الأعداد الصحيحة الأصلى ( انظر المسألة 5 - 
* ) . وإلا وهذه هى الخالة الغالبة ‏ فإنه يجب تقريب عناصر الحل إلى أقرب أعداد صحيحة ممكنة للحصول على التقريب الثاق . وتنفذ 
هذه الطريقة غالبا » وبخاصة إذا كان التقريب الأول يمحعوى على أعداد كبيرة » ولكنها قد تكون غير دقيقة » إذا كانت الأعداد صغيرة ( انظر 
السألة ١ - ٩‏ ) . 


BRANCHING  عيرفتلا‎ 


إذا احتوى التقريب الأول على متغير غير صحيح » مثل 7< » فإن 2> ×> 2 حيث تكون 20 ده بالتالى أعداداً 
صحيحة لا سلبية . ويتولد برنامجا أعداد صحيحة بتزويد بزنامج الأغداد العصحيحة الأصلى بأى من القيدين 1( كة رلا » وة # رد » وتسمى 
هذه الطريقة ؛ التفريع » » وها تأثير على تقليص المنطقة الممكنة يطريتبه يمكن بها حذف الحل الحالى للأعداد غير الصحيخة فى رد . ولكنها 
تحافظ على كل حلول الأعداد الصحيحة الممكنة للمسألة الأصلية ( انظر 4-5 ) . 


مثال * - ١‏ : كتقريب أول لبرناج الأعداد الصحيحة 


تعظم : #2 +1081 عدج 


جه {IS‏ 
علماً بأن : 11 ک5 +2 


عند : 1لا © ولا صحيحة ولا سلبية 
اعتبر البرنامج الخطى المرتبط ببذا البرناج ء والذى نحصل عليه بحذف: شرط الأعداد. الصخيحة : تين إيجاد الكل بالرسم فى الأى : 
2-0 إن ,55 ع وير عبد 2*=55 حيث إن 5±<×156 ؛ فإن التفريغ يوجد برنامجى الأعداة الضنحيخة الجديدين . 


تعظم : #2 +10 دع 
علماً بإن : 11 ك 2+1+5 6-0 


5 ع x‏ 
و +22 صحيحة ولا سلبية 


دوم - 


تعظم : وا+ 10 =2 
علماً بان : 11 کو5 + :2 
Xx 26‏ 


:د م 2 صحيحة ولا سلبية 


تحصل على التقريب الأول لبرناجى الأعداد الصحيحة الناتجة من عملية التفريع بتجاهل شرظ الأعداد الصحيحة » وحل البرتئج الخلى 
الناتج . إذا ظل التقريب الأول أعداداً غير صحيحة + فإن برناج الأعداد الصحيحة الذى أعطى زيادة للتقريب الأول يصبح أساساً اعملية تفريع 
تالية . 
مثال * - * : باستخدام طريقة الرسنم نهد أن البرناخ ( 5 ۲ ) له التقريب الأول 0.2 .=× 5=؟× عند . 0.2و - 5ج بيا 
البرناج ( 5 )٣‏ ليس له حل ممكن ء لذللك فإك البرنامج ( + - ۲ ) يعتبر أساساً لتفريعات تالية . حيث 1> × >0 اقزيد ( ٩‏ - 
؟ ) بإحدق احير »> 0هكيج ونحصل على البرنامجين الجديدين . 


٤ 


بان : 11 كيبيك +2 
5 عت xı‏ 


0 يعم 


تعظم : وك + «10 ددع 
علا 


جيث × ء 2 صحيحة ولا سلبية 


(وفيه 20× بالحم) و 


2= 10x +x : تعظم‎ 


علما بان : 11 ديك +22 
5 > 2 
xz 1‏ 


حيثِ إن :و » د× صحيحة ولا سلبية 


بتجاهل شرط الأعداد الممحيحة » يكون حل البرناج ( 5 - 4 ) 0- وير 5د إير عند 250 *م + بيها حل البرناج ( ١‏ - © ) يكون 
x] =3 ×3 =1‏ عند 31ج *ج . وحيث إن كُلُا من هذين التقريين صحيح » فإنه ليس من الطلوب أى تفريع تال . 


BOUNDING التحديد‎ 


وز ابه لراك الي E N E‏ 
وتصيح قيمة الندف لل الأعداد الصبديحة الأول هن المحد الأسفل للمسألة » وكل البرا إلتى تؤدى حلوها الأولى إلى س سواء أأعداد صحيحة أم 
لا إلى قم دالة هدفة أصغر من الح الأسفل » تصبح ملغاة . 5 


مغال ٩‏ - ۳ : للبرنا ( ٦‏ - 4 ) حل أعداد صبحيحة 50 = E‏ . وللبرناج ( ١ = ٩‏ ) حل 
ج 


31 -*2 ء وحیث | إن 31 أقل من المد الأسغلى 1 ل EE E ١‏ 
التقريب الأول له أعداد غير صحيحة  )‏ 


جيم 


يستمر التفريع من هذه الراج الى لها تقريب أولى بأعداد غير صحيحة » والتى تعطى قيماً للدالة الحدفية أكبر من الحد الأسفل.. وإذا لم 
يتحقق فى هله المي أذ يعلى حل الأعداد الصحيحة الجديدة قيمة قيمة للدالة للهدفية أكبر من القيمة اخالية للحد الأسفل » فإن هذه القيمة للدالة 
المدفية تصبح حداً أسفل جديداً » ويلغى اوناع الذى نع عه لحد لأسقل اقدم ء وكل لوج الى يؤدى تقر الأول ل قي للاة الدقة 
أصغر من المبد الأسفل الجديد . وتسعمر عملية التفريع حتى لا توجد أى براي لها : تقريب أول أعداد غير صنحيحة مني منبقية تحت الاعتبار . 
هذه النقطة » فإن حل الحد الأسفل الحالى هو الخل الأمثل لبرناج الأعداد الصحيحة الأصلى . 
فى حالة تصغير الدالة الهدفية تظل الطريقة نفسها » ما عدا أن الحد الأعلى يسعخدم » لذلك فإن قيمة حل الأعداد الصحيحة الأول يصبح 
حداً أعلى للمسألة » وتلغى البراج عند قم التقريب الأول 2 الأكير من الحد الأعلى الحالى . 


COMPUTATIONAL CONSIDERATIONS  ةيباسحلا الاعجارات‎ 


يتم الفريع دائماً من البراج التى تظهر قريبه من الل الأمثل . وعندما يوجد عدد من العناصر لتفريع أكار » نختار التفريع ذا أكبر قيمة ل ٠2‏ 
إذا كان الهدف تعظم الدالة المدفية أو التى ها أصغر قيمة ل ٠‏ إذا كان المدف تصغير الدالة الهدفية . 


تضاف القيود الإضافية واحداً فى كل مرة . إذا احتوى التقريب الأول على أكثر من متغير واحد غير صححيج » فنفرض هذه القيود الجديدة 
على هذا المتخير الذى غالباً ما يكون عدداً صحيحاً » بمعنى أن المتغير الذى يقترب جزء الكسر فيه من ٠0.5‏ ولو حدث تساو يُختار الذى يقوم 
بالجل أحد هذه المتغيرات . 


وأخيراً .. فإنه من الممكن.لأى برناج أعداد صحيحة أو أى برناج ختطى مرتبط به أن يكون له أكثر من حل أمثل . وفى كلها المحالتين فإننا 
ننمسلك بما جاء فى الفصل الأول باختيار اخدها كحل أمثل » مع ترك الباق . 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


هو ارسم الشكل الخطى ( الشجرة ) التى تعير عن نتائج الأمثلة من ( 5 - ١‏ ) إلى ( 1 - 07 . 





يات 


انظر شکل ر٦“‏ ). يوضح برناج الأعداد الصحيحة ( + - ١‏ ) برقم 1 داخل دائرة . وتوضح باق البراج الأخرى 
لمتكونة من التفريعات طبقاً لترتيب تكوينها بدوائر مرقمة على التوالى » لذلك فإن البرناتجين ( 5 - ؟ ) حتى ( 1-> 9 ) 
يوضحان بالدوائر رقم 2 ؛ 5 على التوالى . ويكتب الحل التقريى اللي لكل برتاج بالدائرة التى توضح هذا الرناج . وتوصل 
كل ددائرة ( برناج ) بعد ذلك خط بالدائرة ( البرنج ) التى كونته من خلال عملية التفريع . ويكتب القيد الذى أوجد عملية 
التفريع فوق الخط . وأخيراً تشطب الدائرة التى يحذف برنامجها من أى اعتبار تال . ومن ثم يحذف التقريع 3 » لانه ليس 
مكنا ؟ وقد حذف التفريع 8 بعملية التحديد فى امال ( ٩‏ = © ) . وحبث إنه لا تتبقى أى تفريعات أعداد غير صححيخة لكى 
تؤخذ فى الاعتبار » فإن الرسم التخطيطى الذى يدل على البرناج 1 يحل فى . 


50 - *2 ,0 - 5ع ,5 1ع 


2 = 3x, + 4× تعظم‎ 
' 2+ لما بأل 6 ڪر‎ 
2x, + 3x9 ٤ 


2 ,ا أعداد صحيحة لا سلبية ˆ 


بإهمال شرط الأعداد الصحيحة م نحضل على 1.5 > ير .2.25 - 5ير عند 12.75 -*2 كحل لليرنائ الخطي المرتيط بم . 
قد بيد عن القبمة الصبحيحة من ج ٠‏ فإننا نستخدمها لتكوين التفريعات .2 <يع: 6 1 كيد 


البرنايج 2 البرناج 3 
تعظم ‏ : ر4x+,3x‏ =2 تعظم :. 3+4 = ۾ 
غلما بان 5 6× 2xٍ+‏ علما بان : 6× +21 
2x + 3x9 21+ 3x25 9‏ 
X2 x51‏ 
XK, X2‏ صحيحة ولا سابية Xi, X2‏ صحيحة ولا سلبية 


التقريب الأوَلن للبرتاج 2 هو 1× 2.5 = ء عند11.5 = *2 والتقريب الأول لليرناج 3هو 2= 3× 1.5 =× 
عند 12.5 * *2 تبين هذه النتائج فى الشكل ( ١‏ - ۲ ) » حيث إن البرناجين 2 + 3 نما تقريب أول غير صحيح » ولذا فإنه 
يمكن التفريع من أحدهما , ونجار البرناج 3 » لأن له قيمة أكبر للدالة الحدفية ( أقرب إل الأمثية ‏ » وهنا .2> ¥>1 + 
ويكؤون البرناج الجديد هو : 


برنائج 4 برنامج 5 
تعظم :' 3x1 + 4x2‏ =2 تعظم : 4= 
علما بأ : 6 كيز +2 1 علما بأن: : ١‏ 6 کر + 2x‏ 
2x + 3x9 21+3225 9‏ 
X2 x2‏ 
xı =2 x =1‏ 
ويد ون صحيحة ولا سلبية جد ,ند صحيحة ولا سلبية 


AA 


ولا يوجد حل للبرناج 5 ( غير ممكن ) » بينا حل البرناج 4 مع تجاهل قيود الأعداد الصحيحة هو 7/3 > 5 1 - وبر 
عند 12.33 > *2 ( انظر شكل ۲-۹ ) . ويمكن أن يسعمر التفريع من أى : من البرناجين 2 أو 4 نخعار البرنامج 4 » حيث إن له 


قيمة أكبر ل :2 


2" = 3 





وهنا 3> >2 » ولذلك تصبح البراج الجديدة 


البرناج 6 البرناج 7 
تعظم : ع4 + ع3 دع تعظم : 42 3×x1+‏ = ۾ 
علما باك 6ک +2 علما بن  :‏ 6 كود +2 
3x29 2x, + 3x28 9‏ + ,2% 

2 = 2 32 #2 
X1 كه‎ 1 x1 s1 

xz 3 2ک‎ 

حيس 05 صححيحة ولا سلبية تحيبك En X2‏ صحيحة .ولا سلبيه 


ويكون حل البرناج 6 بتجاهل القيود الصحيحة هو 42ج 1 وير عند 25-11 . وخخيث إنه حل أعداد 
صحيخة 11 عع تصبح الحد الأسفل للمسألة » فإن أ حل يؤدى : بقيمة: 2 لأقل من 11 يبب أن يحذف . والتقريب 
الأول للمبالة ۷ هو 3 =× 0[ عبد ° :.. وني إن هذا هو حل أعداد صحيخة وقيمة.* أ بر سن الود 
الأسفلى الحالى » » تصبح 12 = ۾ الحد الأسقل بيذ وتاب لؤفاج الذى ننج عنه الحد الأسفل القدم » وهو البوناج 6 من 
أى اعنبار تال » » کا فی البرناج 2 . بين أشكل 5 - ؟ الآن أنه لا تر تتيقى أى تفريغات إلا المرتبطة بالحد الأسقل الحالى » وبالتالى 
فإن هذا التفريع يعطى الح الأمثل للبرناج 1 : 3= 4ي :20 كير عند 12 سمج 


-قم - 


حل المسألة =١‏ 4). 


بالتغاضى عن شرط الأعداد الصحيحة فى البرناج (1) بامسألة ( ١‏ - 4 ) » فإننا نحل اليرنج الخطى أولاً لإبجاد ( أنظر المسألة 
م4-8؛): ,5 وج ,0- 5ه ,20 ع وعد ,0 5ع ,18 3ع ,2 3ع عد 45س*ج وهذا هو التقريب . 
الأول . حيث أنه أعداداً صحيحة , ومع ذلك » فهو أيضاً الحل الأمثل ليرناج الأعداد الصحيحة الأصلى . 


خل المسألة (30-1) 
بالتغاضى عن شرط الأعداد الضحيحة ف البرناج 4) بالمسألة ( ١‏ -5 ) تحصل على ,1666.67 > 5د ,0 عدج > 1ب 


x= 3000‏ عند 55000-*2 كتقريب أول . وحيث أن 3 غير صحيحة فإننا تتفرغ 


إلى برناتجين جديدين » وغلهما بالنغاطى عن شرظ الأغداد الصحيحة . توضح التتيجة فى الشکل ( ٩‏ - ۳ ) . برتاج (3) له 
جل أعدام صحيحة عند قيمة 2 أكبر من قيمة ± بالبرناج (2). وبالتالى نحذف برنامج (2) ونقبل حل البرناج (3) كحل 
أنثل وهو 4999 - وبر ,1667 - و ,0 3 ,1< 5د © عند 29-8955000 


6 ع دع 








S0004‏ ,1666 ,0.@ 00 عع 


0, 0, 1666.67, S000) „* = 55 000 


(1,0, 1667, 4999) 


شکلی (۹- ۴) 


ناقش الأخطاء الناتجة عن تقريب التقريب الأول للبرناج الأصلى فى المسألة ( ١ - ١‏ ) » ر( ٩‏ - 4 ) إلى أعداه صحيحة ثم أخذ 
هده الأجابات إلى الخلول المثل . 

كان التقريب الأول فى المسألة (.< - ۲ ) هو إقوعوير 0غ 5.225 2 . ونرغب الآن فى التقريب إلى 
أرب نقطة أعداد صحيحة فى منطقة الخلول الممكنة . ف النقاط الأربعة ذات الأعداد الصحيجة التى تحدم التقريب الأول » نجد 
أن تقلة واحدة فقط هى النقطة (2,1) التى تقيع داخل منطقة الخثول الممكنة . لذلك فإننا تأحذ 51م > x1=2‏ 


رة ± الاطرة :30-*2 كجل أمثل مقترح . وقد وجد أن الح الأمثل الحقيقى هو 2*2 ,لذلك 


قإن الل اقرب يختلف عن الحل الحقيقي بأكثر من 17 فى النه . 


أن التقريب الأول ف المببألة ( - 4) هو 3-5000 ,1666.67. ؤي ,0 سيد د ؤي ٠‏ وتغريب 
5 لتمبيح ممكئة » نمصل على 5000 > 5ب ,4666 - 3 ,0 عه = و ع بد كإحدائيات للحل الأمثل . وتكون قيمة 
2 المباظرة هى 54996 58 التى تمتلفى عن الجل الحقيقى 855000 - *2 بأقل من 0.008 فى الح . 


ال 


تصغير : ا رچ = چ 
علما بان : 5 2+ ×2 
12x, + 5x = 30‏ 


عند 1ل © ونا صحيحة ولا سلبية 


التغريب الأول لهذا البرناج هو 0 - وير 2.5 2 وير عند 2.5 > *2 . بتقريب 4 لأعلى حتى تبقى ممكنة نحصل 
على 0 فير 3إ عند 3=*ے كتقدير للحل الأمثل للبرناج الأصلى . لا حظ مع ذلك أن الدالة الحدفية يجب أن 
تكرن أعداداً صحيحة » وذلّك لقم الأعداد الصحيحة للمتغيرات . قيمة 2 للتقريب الأول 2.5 ع *2 تعطى حدا أسفل للقيمة 
الل للهدف » وبالتالى غإن القيمة الثلى للهسف لا يمكن أن تقل عن 3 . وما كان هناك تقدير للحفاظ على القيمة 3.» فإن هذا 
التقدير يجب أن يكون أمثل » بمعنى : 0 - 5ب 23 وير عد 2*=3 . ١‏ 


. 8- ١ حل مشكلة حقائب الظهر المصاغة فى المسألة‎ ۷-٩ 


مكن استخدام طريقة السمبلكس لايجاد التقريب الأول للبرناج 3 للمسألة ١‏ د ٠‏ ؤالطريقة الالية تعجر أكثر كفاءة : 
يعتبر العامل الحرج الذى يحدد أنعذ أحد العناصر ليس بوزنه أو قيمتة » ولكن بالنسبة بینہما س قيمته لکل رطل ہہ ونطلق 
على هذا العامل « عامل الرغبة » ويمكن إضافته إلى البيانات لانشاء الجدبول + - ١‏ » -حيث تكتب العناصر مرتية طبقا لعامل 
الرغبة المتناقص . وللحصول على الحل الأمثل لمسألة حقائب الظهر بتجاهل قيد الأعداد المنحيحة » نأخد أكبرعدد ممكن من 
العناصر ( بدون الزيادة عن قيد وزن ٠‏ رطلاً ) مبعدئين بالأكثر رغبة . ويتبع من جدول * - ١‏ أن الثقريب الأول يتكون من 
كل عناصر 2 (الأكثر رغبة )» كل عناصر 5 ( الثلية فى الرغبةح» و 7٠‏ رطلاً من العنصر 3: 
1 -5يعر 4-0 ,30/35 - قير 1 - وير 0ح قير عند 135= 2° ٠‏ 


الرغبة القيمة | الوزث مب رطل | العتصر 
القيمة / رطل 
%0 23 2 
15 7 


35 10 
52 100 
15 15 









بج بي سم ھ 


۱-٩ جدول‎ 


وحيث إن هذا التقريب ليس أعداداً صحيمحة » فإننا نحدث تفريعاً بزيادة القيود الأصلية بأى من 1عدوذ أو x50‏ . 
وقبل عمل ذلك نلاحظ أنه لا كانت 5 مطلوية أن تكون لا سلبية » فإن القيد 0 تود يمكن أن يلترم بالقيمة 0 + و . ولا 
كان واحداً على الأكثر من أى عنصر سيؤحذ ء فإن القيد1 د يمكن أن يلرم بالقيمة 1 = ود . ويوضح ذلك فى لوحة 
الشجرة 5 - 4 . 8 


بالتغاضى عن شرط الأعداد الصحيحة » نحدد الحل الأمثل لكل من البراج 2 ؛ 3 فى شكل 5 - 4 باستخدام الجدول 5 - ١‏ 


~4۹ 


لإيجاد أحسن خليط من القيود» فنحصل للبرناج 2 على 1 - وبر ,0 - 5 .0 - وير 1 - 5 ,30/52 - ر عند 
9 مح *2 » ونحصل للبرناج 3 عل 7 - 4بر 5-0عر 1ح وير 1ع وير 0ع ير عند 
8 = 2 . 


باستمرار عملية التفريع والتحديد نكمل الشكل * - 4 . ونحصل على حل الأعداد الصحيحة الأول ف البرناج 8 عند 
0- *ج ويمكن الحصول على حل أعداد صحيحة ثانٍ في البرناج 10 عند 130 = *2 












64,1012 


0 ع *جع 


@,1,1,0,0) 
2* = 111.08 





34> 7 
(0, 1, 30/35, 0, 





@4/52, 1, 1,0,0) 0, 1023, 1,1,0) 


0.1.1.0, 


18/52, 0, 1.0, 


=2 
کن >1 كك 
الي لحف 0 .1.0 8P‏ ,0 


4 - ١ شكل‎ 


ولا كانت هذه القيمة الثانية ل ± أ بر من الأول » فإننا نحذف البرناج 8 » وكذلك البرناجين 9 11 . وللبرناج 5 قيمة 
أكبر من قيمة الحد الأسفل الخالية » ولذلك يسعمر التفريع منها . وللبرناج الناتج 12 قيمة * أقل من 130 » بيغا البرنج 13 غير 
ممكن , لذللك فإننا نحذف الاثنين . ويتبقى البرناج 10 فقط » لذلك فإن حله مع أخف العناصر 2 » 3 بقيمة إجمالية 130 يعتبر حلا 
أمثل . 

كان من الممكن تجدب كثير من عمليات التفريع والتخديد . ونعرف مقدماً أن أيا من 1 ويد أو 0وج ماق 
الح الأمثل ١‏ فإذا كانت.8 = ويد » فإن البرناج 2 ينطيق مع اليرناج الأصلى » ونحصل على قيمة 132.69 2 عند تجاهل شرط 
الأعداد الصحيحة ( بامتداد العطقة الممكنة ) ء والتى. يجب أن تكون أ E‏ الأمثل الحقيقى . 
وباتقائل إذا كانت 1 > وير » فإننا فرى من البرنامج 3 أن الليل الأمثل الحقيقى لايمكن أن يزيد عن 134.28 . وأيا كانت الحالة » 
فإن الحل الأمثل الحقيقى يقل بالتأكيد عن 135 ولكن لثم الأعداد الصحيحة للمتغيرات » فإن 2 تكون عدداً صحيحاً » وفى 
الحقيقة فإتها مضروب 5 ؛ حيث إن قي العناصر عبارة عن مضروبات 5 , لذلك .. فإن الحل الأمثل الحقيقى يكون 130 على 
الأكار . وبتقريب حل التقريب الأول للبرناج 3 يعطى .ع ب وبر ب0دوع ,1ه 5ه ,1 دقع 0ع أعر عند 130 صخي 
وبالتالى يكون هذا الحل حلا أمثل . 


5-م 





ناقش مدى صدق الهندسه التحليلية فى عمل التفريع الأول فى المسألة ۲-۹ 


تعتير المنطقة المظللة فى الشكل * - ٠‏ (أ) هى المنطقة الممكنة للمسألة © - ؟ . مع تجاهل شرط الأعداد الصحيحة ؛ 
وتُمثل النطقة الممكنة للمسألة 5 - ١‏ ا هو معطى بمجموعة نقط الأعداد الصحيحة ( الموضحة بعلامة © ) التابعة للمنطقة 
المظللة . ويكون التقريب الأول هو النقطة الطرفية داخل الدائرة . 


و كتيجة للتفريع » فإن النطقة االمكنة للبرناج 2 مع تجامل شرط الأعداد الصحيحة هى المنطقة 1 فى الشكل * - ه وبع » 
نا النطقة 11 فى نفس الشكل تمتوى على كل نقط الأعداد الصحيحة لشكل *  -‏ ( أ ) ٠‏ وهذه التقط هى الصحيحة فقط . 
ومن ثم فإذا كان لليرناج الأصلى حل أمثل ( يا فى هذه الحالة ) » فإنه سيكون حلا أمثل لأحد برناجى الأعداد الصحميحة 
الجديدين . وبالعكس إذا كان لبرنامجى الأعداد الصحيحة الجديدين حلان أمثلان » فإن أحد هذين الحلين ( الحل ذا القيمة 2 
الأكبر فى حالة مسألة تعظم ) يكون حلا أمثل لبرناج الأجداد الصحيحة الأصلى . وتنتج صحة أسلوب التحديد من اللحوظة 
السابقة بين القوسين . 


6 ع يد +ربر2 ١‏ 


شکل ٩‏ - ۾ 


سه - 


: مسائل مكملة‎ 
Supplementary Problems 


حل المسائل الأنية باستخدام طريقة التفريع والتحديد : 


١١-5 


e 


ek) 


٣١ - ١ المسألة‎ : ۴ - ٩ 


5 - 14 : حل المسألة * - 7 بتطبيق طريقة التفريع والتحديد مباشرة للبرناج 3 للمسبألة ١‏ - ۸ 
المسأله ٩‏ - ۷ ؟ 


تعظم 
علما 


و + د2 + رر = ے 


2x, + 3×2 + 3× = 11: بأن‎ 


FF 


كل المتغيرات أعداد صحيحة ولا سلبية 


4× + و3 +222 + عر حا 


3×1 +2x2+ ×+ بان : 10 کچ4‎ 
1ر5‎ + 3x2+ 2x3 + 5x4 5 


كل المتغيرات أعداد صحيحة ولا سلبية 


3 +10+2 +2 عدار 
بان : 15× +22 +5 
2xı+ x»+ 7x3820‏ 
25 ك ×2 + 3×2 + × 


Ef 


كل التغيرات أعداد صحيحة ولا سلبية 


2 = 10x + 2x2 + 11x3 : 5 


علماً بأن  :‏ 4 دور جير3+ م2 
5x1 + 8x2 ~ 2x3 = 17‏ 


كلى المتغيرات أعداد صحيحة ولا سلبية 


. وقارن هذه الطريقة بالمدخيل المتبع فى 


س ي س 


الفصل السابع 


برمجة الأعداد الصحيحة ٠‏ طرق القطع 
Integer Programming: Cut Algorithms‏ 


فى كل مرحلة من مراحل التفريع فى طريقة التفريع والتحديد تقطع المنطقة الممكنة الحالية إلى منطقتين أصغر ( بتجاهل قيود الأعداد 
الصحيحة للبرناج الحالى ) بإدخال قيدين جديدين مشتقين من التقريب الأول على البرناج الحالى ( إحداهما قد تكون فارغة ) . وهذا القطع 
يكون بحيث يظهر الحل الأمثل للبرنامم الحالى كحل أمثل لأحد البرناجين الجديدين ( المسألة 5 - بع , 
وتعمل طرق, القطع فى هذا الفصل بأسلوب متشابه بفرق واحد فقط هو إضافة قيد جديد واحد فى كل مرحلة » وبالتال فإن المنطقة الممكنة 
تتلاشى دون قطم . 


THE GOMORY¥ 4LG0RITEM  ىررم طريقة جر‎ 


تُحدد القيود الجديدة بالخطوات الثلاث التالية : ( انظر المسألة /ا - ه) 
النطوة الأولى : فى جدول السمبلكس النهاق الحالى » اختر أحد المتغيرات ‏ عدداً غير صحيح ( أى متغير ) س وبدون تخصيص قم 
صفرية للمتغيرات الأساسية » اعتبر معادلة القيد المقدمة فى صف المتغير الختار . 


مثال ۷ - ١‏ جدول السمبلكس الموضح يعطى الل الأمثل ( أى التقريب الأول الخال ع 





بإعطاء كل من التغيرات غير الأساسية 48 9ب 5 قيماً صفرية . ويأقى تخصيص القيمة غير الصحيحة ل 5* من 
الصف الأول للجدول ء والذى يمثل القيد 
xs =F‏ عد ميوقت ويد + وبوة - e‏ 
الخطوة الثانية : أعد كابة العاملات الكسرية والثوابت فى معادلة لقي الناتهة من الخطوة الأولى » كمجموع الأعداد الصحيحة والكسور 
الموجبة بين صفر » وواحد » ثم أعد كناية المعادلة » بحيث إن الطرف الأيسر يحتوى على حدود ذات معاملات كسرية 
ففظ ( وثابت كسرى ) » بينا الطرف الأيمن يمتوى على حدود بمعاملات أعداد صحيحة ( وثوابت صحيحة ) , 


مال ١‏ - ؟ تصبح المعادلة ( /1 - 1) 


xs = 5+4‏ + 0 + معزة + 3-) جوم + ربوز +1-) 
١‏ (2)0-1 
3x‏ + ويد - وعد + 5 - 4 - وبر + مرق 4 ريرة 


5-0-5 


الخطوة الثالفة لطلب أن يكون الطرف الأيسر فى المعادلة المعاد كتابتها غير سلبى . وتكون التباينة الناتجة » هى القيد الجديد . 
مثال ۷~ ۴ من 7 - "و 


4ع و دبع +1 أو 0< - وي + رب + رع 


هى القيد الجديد 


COMPUTATIONAL CONSIDERATIONS : الاعتبارات الخحسابيبة‎ 


يمكن توفير وقت الحساب بإلحاق متباينة القيد الجديد الناتجة من الخطوة 3 على معادلات القيود الموصوفة فى جدول السمبلكس النهائى 
الحالى » فضا عن القيود الجبرية المكاففة المعطاه فى البرناج الأصلى ( انظر المسألة ۷ - 1) . 


قد لا تتقارب طريقة جومورى ٠‏ بمعنى أنه قد لا نحصل على حل أعداد صحيحة » بصرف النظر عن عدد محاولات تكرار الحل . وبوجه 
عام .. فإنه إذا كان الحل يتقارب » فإنه يتقارب بسرعة » لهذا السبب فإن الحد الأعلى لمرات تكرار الحل يجب أن يحدد قبل إنشاء الحل . فإذا لم 
نصل إلى حل أعداه صجيحة خلال هذا العدد من التكرار فإننا تتخل عن الطريقة . 


لا توجد أسباب نظرية للاختيار بين طريقة جومورى وطريقة التفريع والتحديدم. وتعتبر طريقة التفريخ والتحديد هنى الأحدث فى 
الطريقتين » وتبدو أنها مفضلة قليلا بين الممارسين ٠.‏ د 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


ا 
تعظم : 2=2x+x‏ 
علماً بأن : 17 > يير5 +2 4 
0 5 يع2 +321 


ود , 1د أعداد صحيحة ولا سابية 


بتجاهل شرط الأعداد الصحيحة وتطبيق طريقة السمبلكس على البرتاج الخطى الناتج , تحصل على الجدول 3 كحل أمشل بعد 


حاولة واحدة . 





جدول 1 جدول 2 


~~ ۹ 


چ 5 2 8 غ .د 
التقريب الأول للإرناخ ٠ 0١١‏ 6= [× = 3+ 31/3 = 5ز 10/3 = . كلا من 5× ۽ [± غير صحيحة . تختار 
15 اتتيارياً » ونعتير القيد الممثل بالصف الثانى من الجدول 1 > وهو الصف الذى يجدد كير . 


= ريدي + يبرق + ربد 


بكتابه كل كسر كمجموع أعداده صحيحة وكسر بين 7 4 0 لنحصل على 
x1 (0 + xa + (0 + Bx = 34 or x + bya — d= 3 x,‏ 
وليكون الطرف الأيسر من هذه العادلة غير سلبى » نحصل على 
xa + xa =0 or 2x2+ xaz 1‏ 
كقيد جديد . وبإعادة كتابة قبود البرناج الأصلى )١(‏ فى الصورة المقترحة فى الجدول 1 وإضافة القيد الجديد » نوجد البرناج 


الجديد . 


2 = 2x + ×+ 0x3 + 0×4 :  مظعت‎ 

3 ١ ل = یرو ور + ربا‎ ٠ علا بان‎ 
x1 + x2 + x4 = ¥ 
2x2 #1 


كل القيود أعداد صحيحة ولا سلبية 
يدخل المتخير الزائد :ند + والمتغير الصناعى 3*6 فى المتباينة للقيد (2) » وتطبق بعد ذلك الطريقة ذات المرحلفين باعتبار 
6 6.دكا ,ويد المجموعة الأولية من المتخيرات الأساسية . وينتج الجدول 2 بعد محاولة واحدة غالبا . ويكون التقريب 


الأول للبرناج (2) هو 0= 3× =× 17/2= × .1/2 =× 3= × باختيار وز لإنتاج القيد الجديد » نحصل من 
الصف الثالث للجدول 2 على 


1 دود ديع or‏ 0ح وس وم جم 


يعطى هذا بالاشتراك مع القيود فى البرناج (2) ف الصيغة المقترحة بالجدول 2 » يعطى برناج الأعداد الصخيحة الجديد . 


تعظم : ×0 + 0×4 + 2x + x 2+ 0x‏ = 2 
Ly. ml 50‏ 8 
علما بان : = و + ريرق سوير 


35 
9 xı + وۋ‎ = 3 
X2 + xg = 

Xxat x=] 


كل المتغيرات أعداد صحيحة ولا سلبية 


بتجاهل قيد الأعداد الصحيحة وتطبيق الطريقة ذات المرحلتين على البرناج () » باعتبار × € × × × ا( صتاعي) 
كمجموعة أساسية أولية » نحصل على الحل الأمثل بالجدول 3 


سا ¥ س 


¥~¥ 


۴-۷ 


8-7 





جدول 3 


' تيد محاولة .جديدة. للعملية من. 21-3 اق الجدول 23 . وينتج هذا برنائياً له حل أعداد صحيحة» وفيه 
x=3 x=0 2*6‏ وعذا لغل عر الئل الكل رع الأغناد سيريا 0+ 


ناقش صدةة المندسة البجايلية للقيد المضاف فى المسألة ٠١-۷‏ : 
يديا » تتكون المنطقة الممكنة من كل النقط فى الربع الأول م والتئ لها إحدائيات: صحيحة » وتحقق 
0و +دمة  2x+ S57 ahd‏ 


وهده هى النقط الموضحة بالعلامة “ا فى الشكل ٠) ١ - 1١‏ 
القيد اللضاف الى البرناج الأصل (1) هو ١‏ 1 خ ميد + م2 يقت إل الزناج 87 :رصل مما اید الال ف الج 8 : 
یماس کر بک * وتعويض النتيجة فى القيد الجديد ء تحصل عل , : 0 1 . 


A 


` + (O-3k-e)=1 or x53 


ويوضح تأثير إدخال 3ع ,د فى الشكل /- ١‏ (20 : وتفصل شريحة ضغيرة, من المنطقة الممكنة تمتوى على التقريب. الأول 
لكالا وني باك e E‏ 


حل السألة ٠١۴-١‏ . 


دياه و واسيب وبر اناد A‏ 0 د يلاد 700 ديلج 
اواد ږو = ر1× ,1000 - رود عند 276004 - * سينا . وحيث إن هذا التقريب الأول أعداد صحيحة » فإنه 
لاس رام اعد فس . وتحت هذا الخدول الأمئل » ۷١١‏ صبدوق سينقلون من المصبع 1 إلى المتعهد 2 » 
و ٠٠٠١‏ صندوق من المصنع 1 إلى المتعهد 3 ٠‏ و ٠ ٠٠‏ صندوق من المصنع 2ل المتعهد 1. . والتكلفة الكلية للنقل هی .۲۷۹ 
دولار . 









٠ - ١ حل المسألة‎ 


البرناج (4) ف المسألة ١‏ - ه بعد وضعه فى الصيغة القياسية يكون 


مت 


تصخير :+ x1 + 22x2 + 18x2 + Oxa + Oxs + Oxe + Ox; + Oxg + Mx + Mx‏ حابر 


4xı + Oxa2+ J3 X4 + علما بأن 0 54 = وير‎ 
4x + 4x2 + 6x3 = و + وړ‎ = 65 
7 + 6 = 7 
2 + x = 7 
x3 + و‎ = 7 


مع : كل المتغيرات أعداد صحيحة ولا سلبية 


بتجاهل قيود الأعداد الصحيحة وحل هذا البرناع باستخدام الطريقة ذات المرحلتين محصل على جدول 1 بعد ثلاث عاولات . 
يكون التتريب الأول للرناج (1) ہو رو وير 1-7 ,175 بر عند وروے 





يقرب هذا التقريب الأول إلى حل الأعداد الصحيحة الممكن 5 5 ع وير 7= 2= عند 284 = ۾ . ويتبع ذلك أن 
الحد الأدفى المطلوب لايمكن أن يزيد عن 284 . وعلى العكس .. بالرجوع إلى البرناج الأصلى (4) فى المسألة ٠ ١‏ فرى أن قم 
الأعداد الصحيحة للمتفيرات هى قم صحيحة زوجية » ومن ثم بالنظر إلى الحد الأسفل 279 = *2 المعطى بالتقريب ' 
الأول , فإن اللند الأدنى :2 لايمكن أن يقل عن 280 . لذلك فإن الحد الأدنى ل ع يمكن أن يكون 280,282 ء أو 284 فقط . 
ونكون متأكدين أن الخطأ فى أخذ 2,7,5(7) كحل أمثل هو على الأسواً . 


284 - 280 _ 5 
380 143% 





( ابعدام من الجدول 1 نجد بعد ست محاولات لطريقة جومورى أن ”(5 ,7 ,2) هو فى الحقيقة حل أمشل ) . 


Develop the Gomory cut algorithm طو ر طريقة القطع لجومورى‎ 8-۷ 


اعتبر الجددول الأمثل الناتج من تطبيق طريقة السمبلكس لبرناج أعداد صحيحة , مع تجاهل شرط الأعداد الصحيحة » افرض أن 
أحد المتغيرات الأساسية .0ل ليس عدداً صحيحاً » فيجب أن تكؤن معادلة القيد المناظر لصف الجدول الذى يحدد مد من الصيغة 


مل = ررر 2 + وعد )0 


- ٩٩ = 


=3 






المنطقة امحذوفة بالقيد المضاف 
7 = رک + رک 


عد كرون المجموع أكير من كل المتغيرات غير الأساسية. , والحدود ر هى الماملات » والحد الفابت الذى يظهر فى ضف 
الجدول الذئيحدد ,يند. وحيث إن هلد ناتجة من (1) بإعطاء المتغيراث: غير الأساسية قيماً ضفرية غ قيتبع ذلك أن ولا هى الأخرى 


أكتب کل حك سد لل فى (0) كمجموع صحيح وکسر غير لبي أل من واحد : 
Jo = io+ fo‏ و YT + fy‏ 


وتكون بعض و أصفاراً » ولكن 10 من المؤكد أن تكون موجبة . 
تصبح المعادلة (1) : 


لخم = (+f‏ + مد 
أو و $ +i = fo‏ 0 


إذا أريد جعل كل متغير بد صحيساً » فإن الطرف الأيسر من (© يكون صبجيحاً » وذلك برغم الطرف لمن أيضاً ليكون . 
صحيحاً . وحيث إن كلا من رد + ب لاسلية » نذلك يكون وارك أيضاً كذلك . ويكون الطرف الأيمن فى (2) صحيحاً » 
وأصغر: من الكسر الموجب ناقصاً:واجداً أى أنه » عدد صحیح غير مو چنب .. 
his gy Sh h#D‏ 
وهذا هو القيد الجديد فى طريقةر جومورى . 


. طوّر طريقة قطع أخرى‎ ١ 


س ووس 


اعتبر ( ١‏ ) ف المسألة /؛ ‏ ه . إذا كان كل متغير غير أساس رد صفرياً » فإن دلا > 38 تكون غير صحيحة . وإذا كان 
عدداً صحيحاً » فإن أحد المتغيرات غير الأساسية 6< على الأقل يجب أن تختلف عن الصفر . ولما كان من المطلوب أن تكون كل 
التغيرات. صحيحة ولاسابية » فيتبع ذلك أن واحداً على الأقل من المتغيرات غير الأساسية يجب أن يكون أكبر من أو يساوى 1 . 
وهذا بالتالى يفرض أن مجموع كل المتغيرات الأساسية يجب أن يكون أكبر من أو يساوى 1 . وإذا استتخدم هذا الشرط كقيد 
جديد ليلتصق برناج الأعداد الصحيحة الأصلى » فنحصل على طريقة القطع التى وضعها داترج أولاً . 


۷-۷ استخدم طريقة القطع المطورة فى المسألة /ا ‏ 5 لحل 


تعظم ‏ : 4*2 +3<1 عدب 
علما بان : 6 2 
2x +359‏ 


1× 6 2× صحيحة ولأسلبية 


بإدخال النغيرات الزائدة ‏ مد » و وحل البرناج الناتج » وبتجاهل شرط الأعداد المصحيحة > نحصل على الجدول1 


يقة السمبلكس 





التقريب الأول هو 1.5 = بر 2,25 - وبر وهو ليس صحيخاً » والمتغيرات غير الأساسية هى »× ۾ 5« . ولذلك فإد 
اليد اندي يكون 1 :< مر + ور بإلحاق هذا المتغير باللجدول 1:: بعد إدخال المتغير الزائد 5< والمتغير الصناعىي #6 » وحل 
الرناج الناتج بظريقة ذات المرحلتين ؛ نوجد الجدول 2 . 







xX 
X2 
ف‎ 


يتمع ذلك » من جدول 2 أن : 21 5د 2 - وير 15 وبر مع و« »بيد متغيرات غير أساسية . ؤحيث إن 
هذا الحل هو حل أعداد غير صحيحة » فإننا تأحذ 1 دوز + ييخ كقيد جديد . وبإلصاق هذا القيد فى الجدول 2 » بعد إدخال 


المتغير الوائد. مير » المتغير الصناعى يبر . وخل البرنايج الداتج بطريقة ذات المرخلتين » نوجد الجدول 3 . 


وم ~~ 





0 0 0 0.75 0 0.25 12.25 


. جدول 3 


بو EO ES E TS‏ »× پيد . ويكون القيد الجديد 
هو 1<مند+ميد بإلصاق هذا القيد فى الجدول 3. وحل البرنامج الناتج بالطريقة ذات المرحلتين » »> تحصل على 
33× 0= ?× عند 12 =2 . وحيث إن هذا الحل أعداد صحيحة » فيكون هو الحل الأمثل لبرناج الأعداد المبحيخة 
الأصلى . 


مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


۸-۷ استخدم طريقة جومورى فى 
xı + OX + X3‏ =2 


علما بان : 9 ك و3 +24 +× 
3x: + 2x2 + 2x8 15‏ 


كل التغيراٹ صحيحة ولا سلبية 


ل خل السألة ١‏ - 3 باستخدام طريقة جوموری 
۷ .9 سل المسألة + - 4 باستخدام طريقة جومورى 
19-9 حل المسألة « - ٠١‏ باستخدام طريقة جومورى 
۷ - ۹۲ حل المسألة 5 - ١١‏ باستخدام طريقة بحومورى 


۷ ۴ حل السألة ٩‏ سه بطريقة القطع للمسألة /و > 5 . 


~e د‎ 


الفصل القامن 


بر ة الآعداد الصحيحة : طريقة النقل 


Integer Programming: The Transportation Algorithm 


STANDARD FORM الصيغة القباسية‎ 


تتضمن مشكلة النقل مصادر 78 لكل منها عدد متاح من الوحداث (2,...,70 ,1 2 [) 1 من منتج متجافس » وكذلاك أماكن 
وصول ۾ كل منها تتطلبه عدد من الوحداتث G=12,..,%)‏ 2 من هذا المنتج . والأعداد رأ 5 :© أعداد صحيحة 
موجبة . وتعطى التكلفة #© اللازمة لنقل وحدة واحدة من انتج من المصدر + إلى مكان. الوصول. 2 , وتعطى التكلفة لكل 

Pj‏ . يماد المدف من إنشاء جدول انتقال أغداد صجيحة ( جب ألا يكون المنتج كسرياً ) ليواجه كل امتطلبات من الخرون الال 
بتكلفة انتقال كلية أقل مأ يمكن . من المفروض أن الإمداد الكلى والطلب الكلى متساويان , بمعنى : 


)۱-۸( 2,a = 2b 


i=1 j=1 


تعحقق المعادلة ( ل - ١‏ ) بإيجاد إما أماكن وصول افتراضية بمتطلباات تساوى الزائد من المنتجات س إذا كان الطلب الكلى يقل عن الإمداد 
الكلى أو مصادر افتراضية بإمداد يساوى النقص فى الطلب الكلى إذا كان الطلب الكلى يزيد على الإمداد الكلى ( انظر المسألة م - )١‏ , 

دع ريد شل العدد ( غير المعروف ) من الوحدات الذى يجب أن يقل من المصدر ] إلى مكان الوصول ر » فيكون الموذج الرياضى 
القياسى هذه المسألة هو : 


تصغيو ‏ : ور 2 22 


ind j=! 


ا 
علما بان : (1,...,78 -ة) Sx =a‏ 


(1-۸) 2 


3, xy = Bj j=l...) 
del 


: مع : ک 3 صحيحة و لا سبلبية 
طريقة القل  THE TRANSPORTATION ALGORITHM,‏ 


التقريب الأول للنموذج ( ۸ - ۲ ) يكون دائماً أعداداً صحيجة ( انظر السألة ۷ - ٣‏ ) » لقلك فهو دائماً الل الأمثل . وفضلاً عن 
تحديد هذا التقريب الأول بالتطبيق المباشر لطريقة السمبلكس » فإنه من الأكفاً العمل بالجدول م - ؛ . وكل مدخعلات الجدول تشرح نفسها 


— وى ود 


باستشتاء الحدين ‏ زا 4 4 اللذين سيشرحان بعد ذلك . وطريقة النقلل هى طريقة السمبلكس بالشكل الموجود بالجدول م - ١‏ عادة ع 
تتضمن : 

أ إيجاد حل أولى أسامى ممكن . 

ب ل اختبار الحل لمعرفة أمثليقه . 

حب تحيسين اليل إذا لم يكن أمثل . 

د سب تكراز الخطوات ب . حاء ختى نحصل على الل الأمثل . 


لس امان الوصو 








AN INITIAL BASIC SOLUTION حل أساسي أول.‎ 


قاعدة الركن الشبمالى الغرلى . ابدام بالخلية (1 ,4 فى الجدول ۸ - ١‏ ( الركن الشمالى الغرى ) » خصص ل 11 كي الوخدات 
الممكنة » دون اروج عن القيود . وهذا سيكون الأصغر من رط + به . بعد ذلك استمر فى التحرك نخلية واحدة لجهة ايبين » إذا ثنقى 
بعت الامداد ‏ أو لم يتبق أى امداد » ترك خلية لأسفل . فى كل خخطوة » خخصص كل الوحدات للمكنة لمذه الخلية ( المغير ) تحت الاعجار أ 
دون الأخلال بالقيود : لا يمكن أن يزيد مجموح تخصيصات الصف رقم زو عن يق» ولا يمكن أن يزيد مجموع تخصيصات العمود رقم [ نر 
ولا يمكن أن يكون أى تخصيص سالباً . وقد يكون التخصيصض صفرياً . ( انظر المسألة + - ؟ ) 


طريفة فوجل : هام و'إمعه لكل صف ولكل عيود يتبقى لحم بعض الإمدادات أو بعض الاحتياجات . احسب الفرق ؟ ومو 
الفرق اللإسلبى بين أصغر تكلفتى نقل ت مرتبطة بالمتغيرات غير الخصصة فى هذا الصف أو العمود ؛ اعتر الصف أو العمود الذين هما أكبر 
فرق ١‏ فى حالة أى وابطة ( تسا  )‏ اختر أحدهنا . فى هذا الصف أو العمود » خصص هذا التغير ( الخلية ) غير المخصضة » والتى فا كلل 
وحدة تكلفة نقل » وخصص لا كلى الوحدات الممكنة » دون الإحلال بالقيود . أعد حساب الفرؤق الجديدة » وكرر الطريقة السابقة حتى 
استيفاء كل الأحياجات . ( انظر المسألة م - 23 63-8 

اخيرات التى تعين ها قم بإحدى هاتين الطريقعين تضبح المتغيرات الأولية الأساسية . وتكون امتغيرات غير المعينة ( غير امقصصة ) متغيرات 
غير أساسية » ولذلك تكون صفراً . وهنا نفضل الأخذ بعدم إدخال متغيرات غير أساسية فى الجدول 8 - ١‏ من المقهوم أنها أصفارا ب مع 
توضيح تخصيصات المتغيرات الأساسية بالخ السميك . 

وقاعدة الركن الشمال الغربى هى أسهل الطريقعين فى التطبيق » ومع ذلك فإن طويقة فوجل » التى تأخذ فى الاعتبار تكاليف نقلى الوحدة ٠‏ 
عادة ما تنتج حلولاً أقرب إلى الثالية . ( انظر المسألة م - 8 ) . 


سم س 


TEST FOR OPTIMALITY  ةيليمألا اخهبار‎ 


عين القيمة صفر لأى من ( أى واحدة ) بنة > ## فى الجدول لم - ١‏ . واحسب الباق من رت » 4 + بحيث يكون لكل متغير 
اسای © = رت + ب . بعد ذلك » لكل متغير غير أساسى » احسب الكمية ١‏ + يلة --0© إذا كانت كل هذه الكميات لا سلبية » 
2 1 ع 20 ۶ 
يكون العل الحالى حلا أمثل » وإلا ء فلا يكون أمثل . ( انظر المسالة لم - 4 +28 -م). 


IMPROVING THE SOLUTION Jk jê 


تعريف : الحلقة هى تسلسل ( تتاب ) من الخلايا فى الجدول م - ١‏ ء بحيث إن : ( أ ) كلل زوج من الخلايا الختالية يقع إما فى نفس 
الصف أو نفس العمود : ( ب ) لا تقع ثلاث خخلايا متتالية فى نفس الصف أو العمود : ( ح ) تق الخلايا الأولى والأخيرة فى نفس الصف أو 
نفس العمود : ( د ) لا تظهر أى خلية أكثر من مرة تواحدة فى التتابع . 
مغال للم - 9 السابعاات [(4,2) ,(4,6) ,(2,6) ,(1,4) ,(1,2)] » [ (2,3) ,(2,4) ,(4,ة) ,(2ر4) ,(2,2) ,(2,3) ,(3,1) ,(3,6) ,(1,6) ,(1,3) ] الموضحة 
بالأشكال م - ١‏ ع م - ؟ على التؤالى تمثلان حلقات . لاحظ أنه من الممكن أن يحنوى الصف أو العمود على أكثر .من خليتين فى الحلقة 
( مثل الصف الثانى فى الشكل م - ؟ ) ء على ألا تكون هناك أكثر من اثنيين متتاليتين . 





اعتير المتغير غير الأساسى المناظر لأعلى قيمة سالبة رن - رع - و المجسوبة فى اختبار الأمثلية ليكون المتغير الداخل . انشىء خلقة تدكون 
بالحديد من هذا المتغير الداخل ( الخلية ) والمتغيرات الأساسية الخالية ( الخلايا ) . ممصص للخلية الداخلة أكبر عدد ممكن من الوحدات » 
يحيث أنه » بعد عمل التعديل المناسب فى باق الخلايا فى الحلقة , لا يحدث إجلال بالقيود » وتبقى كل التخصيصات لا سلبية » ويؤول أحد 
التغيرات الأساسية القدية إلى الصفر ( رغم كونه متغيراً أساسياً ) . انظر المسألة بم - 4ه , 


DEGENERACY  فارفألا‎ 


فى ضوء الشرط ( 8 - ١‏ ) يكون عدد 4-1 + 2 . فقط من معادلات القيؤد فى اموذج ١ -  (‏ ) مستقلة . لذلك قفى المسائل 
٠١ - ۲ » ۱۲ - ۳‏ يعميز الحل الأساسى الممكن غير المنحرف بالقم الموجبة لعدد “1 وم + ور من المتغيرات الأساسية . وإذا نتج عن 
عملية تحسين الحل الأساسى الحالى اثنان أو أكثر من المتغيرات الأساسية امختصرة إلى الصفر فى وقت واحد » فإن أحدها فقط هو المسموح أن 
ييقى غير أسامى . ر باختيار من يحل المسألة » بالرغم من تفضيل المتغير ذى تكلفة نقل الوحدة الأكبر ) . وي,قى المتغير أو المتغيرات الأخرى 
أساسية » ولكن بتخصيص قم صفرية لما ينحرف الحل الأساسى الجديد . 


اهلام 


وتعطى طريقة الركن الشمالى الغرنى دائماً حلاً أساسياً أولياً ( المسألة ‏ - ۲ ) » ولكن قد تفشل فى إعطاء قم موجبة عددها 
m-1‏ +„ (السالة ۸ - ۲ ) + ولذلك تؤول إلى عل متحرفا : وإذا استخدمت طريقة فوجل ولم تعط نفس العدد من القم المرجبة » 
فإئنا نخصص متغيرات إضافية ذات قم صفرية كمتغيرات أساسية ( انظر المسألة 8 - 7 ) . والاختيار متاح إلى الحد أن المتغيرات الأساسية 
لا مكن أن تكون حلقة » وينط التفضيل دائماً للمتغيرات ذات أقل تكلفة نقل . 

ويج تسين الحل انحرف عن إحلال أبمد انخيرات الأساسية ذات القع الصفرية بتغير آخر . ( يحدث هذا في التحسين الأول فى المسألة 
EER E a (~۸‏ ل ل فإن محاولة إضافية 
للحل تكون مطلوبة لاستكمال طريقة النقل . 


مسائل محلولة. 
Solved Problems‏ 





1-۸ تاج شرك تأجبو يارات مشكقة تخصنيص نانهة من انايات الأجي التى تسم بارئاع العريات املؤجرة إلى أماكن غم الى 
تم التأجير فنها . يوجد فى الوقته الاق تمكانان لذلك ( مصدران ) ببما 1١‏ + ؟1 عربة: زائدة على التوالى » وأربعة أماكن 
لجاع وأناكل ا مرت من ريل . وتكلفة التقلى للوحدة ( بالدولار ) بين الأماكن هى ا . 


للى : 








مکان 
الرضل 
2 





مقا كان : 
الوصل .. الوضل الوضل 
4 3 1 





جدول التقل الأول ( جدول ۸ - ١‏ ) لجدول أقل تكلفة . 


مكان الوصول 











جدول 14 


E 














حيث إن الطلب الكلى ( 4 +5 + ۷+ 7١ = ٩‏ ) يزيد على الإمداد الكلى ( 1 + 1١‏ = ۲۸ ) » فإنه ينشاً مصدر وهم 
له إمداد يساوي ال ١‏ وحدات الناقضة . فى الحقيقة .. فإن النقل من هذه المصادر الوهمية لا يتم » وبالتالى فإن تكلفة النقل منها 
تساوى صفراً . ومثل التخصيص الموجب من هذه المصادر لأى مكان وصول العربات » التى لا يمكن أن تسلم نتيجة النقص فى 
الإمداد » وهو النقص الذى سيواجهه مكان الوصول فى ظل جدول النقل الأمثل . فى هذه المسألة يصير الجدول 9م - )1١‏ 
الجدول 14 . ولا تدخل ت .ن بيز ء حيث إنها غير معروفة حالياً . 


لجدول القل © >< 2ب بين أن قاعدة الركن الشمالى الغربى تقم 1- + م من المتغيرات . 


لاحظ أنه بعد معلبجة الخلية ( 1,5 ) تطبق الطريقة بنفس الصيغة على الجدول الأصغر » ويكون الركن الشمال الغرى الجديد 
هو » إما الخلية ( 1,2 ) ء أو الخلية الأصلية ( 2:1 ) . نفرض أن النتيجة ( بالحث الرياضى ) تتحقق للجدول الأصغر الذى يتكون 
هن + إما (4-1) »مت ء أو 136 ل ووم . فى كلتا الحالتين 2- بم + بر متغير تقيم فى الجدول الأصغر » حيث تقم 
المتغيرات فى الجدول الأصغر , 


1- ص + م ح 1 + 2 - ور + بن 


ومن ثم تتحقق النتيجة بوضوج عند ,1 - + - م . ويكون الحل بالحث الرياضى كاملا . 


استخدم قاعدة الركن الشمالى الغرنى للحصول على التخصيص الأول للجدول 14 . 

لبد ب 1 ؛ ونعين لها الحد الأدنى 9ق and‏ 15 = . لذلك فإن 9 دنج » تاركة ست عربات زائدة فى المصدر, 
الأول . تتحرك يعد ذللك, خلية واحدة لجهة المين » والخصضص 6 > ورج . وهذان التخصيصان يستهلكان الإمداد فى المصدر 
الأول . نبد التحرك خلية واحدة لأسفل » ونأحذ ف الاعار عض . لاحظ » مع ذلك » أن الاحتياج فى مكان الوصول الثافى 


.قد ثم استيفاؤه ب وريد , وححيث إننا لايمكن أن نسلم عربات زائدة لهذا المكان بدون زيادة احتياجه » لذلك نخصض 0 = ور » 


ثم تتحرك خلية واحدة لجهة اين . وبالاستمرار فى هذه الطريقة تحصل على الحل المدحرف ( أقل من 206 1 - 3 +4 مدخلات 
موجبة ) الموضح فى الجدول 18 3 





— ¥ = 


م - 4 حل مشكلة النقل الوصوغة فى المسألة ۸ ا 


لتحديد ما إذا كان التخصيص الأول الموجود فى الجدول 18 مثالياً » نحسب أولاً الحدود بت ٠‏ # بالنسبة لخلايا 
المتخيرات الأساسية فى الجدول . وباختيار © ود ( حيث إن الصف الثانى يمتوى على متغيرات أساسية أكثر من أى صف 
أو عمود » فإن هذا الاختيار سيسهل الحسابات ) » ونجد : 


18 عدو Or‏ ,18 دون +0 رود عدون + جلا اخلية (2 ,2) 
19 دون or‏ ,19 ددرنس +0 ,ووه ع ون + دنة الخلية (2,3) 
1 1 مه OF‏ ,31 عون +0 ,موه عدون جو الخلية (2,4) 
or u= -1‏ ,17 18-2 + ريد ,ورج عدون + ريد الخلية (1,2) 
46 رن or‏ رك4 حين +1 GD alll  atur=en,‏ 
ua+31=0, or «= ~31‏ ,بوك ua+oa=‏ الخلية (3,4) 


وتوضح هذه القيم فى الجدول © 1 . بعد ذلك نمسم الكميات. برو - بهو ريع لكل خلية متغير غير أساى فى الجدول 18 ٠‏ 


19+3-(1-)-21 دون - به حورم" خلية (1,3) 
31-0 -(1س) -30 عدربو سرب ديرج خلية (1,4) 
Ca” u2 u = 14-0 46 = ~32‏ ية )6221 
5- ع 46 - (31-) + 0 ع رع “وس “به خلية (3,1) 
3 ع 18 -(31-) -0 عدون - وين - ووم ١‏ خلية (3,2) 
2 ع 19 -(31-) - عدون و وو خلية (3.3) 


واي > 


٠ . e 0‏ 
,| وتسجل هذه الننائج أيضأ فى الجدول © 1 بين قوسين . 





سس ۱ س 

















سد 8 س 

















وحيث إنه س على الأقل ‏ أحد هذه القم (ك - ™ - )سالب » فإن الل الحالى ليس أمثل » وييكن الحصول على حل 
أفضل يزيادة التخصيص للمتغير ( الخلية ) الذى له أكبر مدخحل سالب > وهو هتا الحلية (2,1) فى الجدول © 1 . ونفعل ذلك 
بوضع علامة + ثقيلة ( للدلالة على الزيادة ) فى الخلية (2,1) » وتحديد حلقة تحتوى على » بالإضافة إلى الخلية » خبلايا المتخيرات 
الأساسية فقط . وتوضح هذه الأخلايا بالخطوط الثقيلة فى الجدول © 1 . والآن نريد التخصيص للخاية (2:1) علن قدر الإمكان » 
وفى نفس الوقت ٠‏ نعدل تخصيصات الخلايا الأخرى ف الحلقة , بحيث لا تخل بقيود الإمداد » والاحتياج » أو شرط اللاسلبية . 
وأى تخصيض موججب للخلية (2,1) سيتجعل 22 سالباً : ولتجنب ذلك » مع سقغل| وعد أسناسياً » نخصص 0 - روير» ونستيعل 
من مجموعة المتغيرات الأساسية . ويعطى الحل الأساسى الجديد . الذى ينحرف أيضا » بالجدول 2 1 . 








نتحقق الآن من أن هذا الحل أمثل . وبالعمل مياشرة بالجدول 112 نحسب أولاً ره 4 الجديدتين بالنسبة للمتغيرات 
الأساسية الجديدة , ثم نحسب ره - به = رى لكل خلية متغير غير أسامبى . ومرة أخرى نختار0 ت يبن؛ حيث إن الصف 
الثاني يحتوى على متغيرات أساسية أكثر من أى صف أو عمود آخر . هذه النتائج موضحة بين قوسين فى الجدول 18 . وحيث 
إن المدتعلين سالبان » فإن انحل الحالى ليس أمثل » ويمكن المحصول على حل أفضل بزيادة التخصيص للخلية (1,4) . وتوضح 
الخلقة المتكاملة بالخط الثقيل فى الجدول 128 ؛ وتتكون من الخلايا (1,4) , (2:4) , (2,1) , (1,1) . وأى كمية تضاف إلى الخلية 
(1,4) يجب أن تطرح ف نفس الوقت من الخلية (1,1) , (2,4) » ثم تضاف إلى الخلية (2,1) » بحيث لا تخل بقيود الإمداد 
والاحتياج . لذلك فإنه لايمكن إضافة أكثر من ست عربات إلى الخلية (1,4) بدون جعل مد سالبة . وبالتالى نعيد تخصيص 
4 جد وريه وعمل التعديلات اللإزمة فى الخلقة » ونستبعد مد كمتغير أسامبى . ويكون الحل الأسامبى الجديد غير النحرف ۴ا 
هو هبين فى الجدول 15 . 

بعد اختبار آخر من اختبارات الأمثلية ( سالب ) والتغيير التابع فى الأساس » نحصل على الجدول 183 , والذى ببين أيضاً 
نائج اختبار الأمثلية للحل الأسامى الجديد . ومن الملاحظ أن كل قيمة ره - به = و لا سلبية ؛ لذلك فإن الخل الجديد 
يكوت أمثل . أى أن : 3 =× 4= 9= 6= »× 3= زر 6ور مع كل التغيرات 
الأعرى غير أساسية » ولذلك فهى ضفرية . وأكثر من ذلك .. فإن 

2" = 6(17)+ 3(21)+ 6(30)+ 9(14) + 4(19) + 3(0) = $547 

وخقيقة أن بعض التخصيصات الموجبة تأقى من المصادر الوهمية » وتدل على أن كل الاحتياجات لا يمكن استرفاؤها بهذا 

الجدول الأمثل . وعلى الأخص » مكان الوصول 4 يتسلم. ثلاث عربات أقل من احتياجاته . 


= = 


استخدم طريقة فوجل لتحديد الخل الأسامى الأول لمشكلة النقل الموضحة ف المسألة ۸ - ١‏ 
أصغر تكلفتين فى الصف الأول فى الجدول 4 1 هما 21,17 ؛ والفرق بينبما 4 . وأصغر تكافتين فى الصف الانى هما , 18 
4 ؛ والفرق بينهما أيضاً 4 . وأصغر تكلفتين فى الصف الثاث هما صفر » صفر ؛ وبالتالى قإن الفرق بينهما أيضاً صفر . 
وبتكرار هذا التتحليل على الأعمدة » نوجد الفروق الموضحة على جانب الجدول هر5. وحيث إن أكبر فرق ٠‏ والموضح بالعلامة 
1 ؛ يخدث عند العمود 4 » فنخصص أكبر كمية ممكنة للمتغير ( الخلية ) من هذا العمود التى لها أقل تكلفه نقل للوحدة , 
لذلك 3 - مود تستهلك كل الإمداد من المصدر 3 ونحذف الصف الثالث من أى اعتبار تال . 





نحسب الآ الفروق لكل صف وعمود من جذيد » دون الرجوع إلى العناضر فى الصف الثالث . وتوضح النتائج بجائب 
الجدول 8 5 » حيث إن المدحل عن للفرق الثانى فى الصف 3 يعنى ببساطة أن هذا الصف قد ألغى . ويظهر أكبر فرق فى العمود 
1ء والمتغير فى هذا العسود الذى له أصغر تكلفة هو «م ( حيث إن الصف 3 قد ألغى من أى اعتبار ) . وخصص 
9 > يبد » وذلك يفى باحتياج مكان الوضول 1 . وتبعاً لذلك » فلن يكون العمود 3 ضمن الحسابات التالية , 


بحذف الصف 3 والعمود 1 » توضح الفروق الجديدة في الجدول © 5 , حيث » مرة أخرى » تدل على أن الحسابات لم 
تكن مطلوبة . ويحدث أكبر فرق فى الصف 1 ء والمتغير فى هذا الصف » والذى له أقل تكلفة نقل للوحدة هو درد. ونلاحظ أنه 


حتى إذا كانت 601 أقل من 17 » ««دلم تكن قد أختيرت » حيث تق فى عمود سبق حلفه » فإننا نضع 6 > زرعر ء وذلك 
لمواجهة احتياج مكان الوصول 2 » وحذف العمود 2 من أى +خسابات تالية . 


بحذف الصف 3 » والأعمدة 1 , 2 » توضح الفروق الجديدة يجانب الجدول 58 . يحدث أكير فرق فى الصف 2 , وأقل 
تكلفة فى هذا الصف :وف الأعمدة التى مازالت تحت الاعتبار هى 19 . وبالتالى » مخصص 4 = رر » التي تستبلك مع 
التخصيص السابق 9 > :د كل الإمداد من المصدر 2 » ونستبعد الصف 2 من أى اعتبار تال . بخذف الصقوف 23,2 
لا يكن حساب الفروق للأعمدة المتبقية . وهذا يدل على أن التخصيصات المبقية أحادية التخديد . وهنا يجب وضع 
6س× 6 3 - ددر إذا أردنا مواجهة كلى الاحتياجات يدون زيادة الإمدادات . وتكون التيجة ؟ فى التخصيص 
الموضح بالجدول 115 ء والذى سبق تحديده بالمسألة 4 - 4 ليكون جلا أمثل . 


ANNE 











جدول 52 


الفروق 





استخدم طريقة النقل لحل المسألة ٠١ ١‏ 


حيث يتساوى الإمداد الكلى بالاحتياج الكلى » فلا حاجة لايجاد مصادر أو أماكن وصول ومية . ويصبح جدول النقل هو 
الجدول ‏ 6 . بتطبيق طريقة فوجل واستخدام نفس الرموز ؟ فى المسألة ۸ س ه » نصل إلى الجدول 618 بعد حساب مجموعة 
الفروق الثابتة . وهناك تساو ذو اتجاهين لأكبر فرق . وكطريقة جيدة نفحص كل عنصر » وهنا الصف 1 ( بحذف العمودة ) » 
والعمود 1 » لهذا المتغير وبأقل تكلفة نقل وحدة . ومرة أخرى يكون هناك تسارٍ » فختار «د. . وبوضع 700 > مم نفى 
بكلى احتياج مكان الوصول 2 » ومع التخصيص السابق ل ها« ء نستهللك كل الإمداد من المصدر 3 . وحذف الأعمدة 2 » 
#والصف 1 » يصبح التخصيص المتبقى 0 ع بو أحادى التحديد . وتؤدى طريقة فوجلى إلى الجدول © 6 » ومع ذلك 
فهذا الحل غير كامل » لان ثلائة فقط من العدد الضرورى 2-1-4 +3 من المتغيرات الأساسية هم الذين ثم تحذيدهم . وتختار 
x2 = 0‏ كننتغير رابع أسابى » وحيث إنه المتغير غير المخصص » والذى له أقل تكلفة نقل وحدة'ء وحيث أن إدخاله كمتغير 
أسامى لا يوجد حلقة مع المتغيرات الأساسية السابق تحديدها » فتكون النتيججة هى الحل الأساسى » وبالضروة يتحرف » ويعطى 
بالجدول 62 . 5 





الفروقه 





جدول 68 


نجير الآن أمثلية هذا الحل » بالعمل مباشرة مع الجدول 8 6ء فإنه ئيس أمثل . وبتحسيته تحصل على التخصيص الموضح 
بالجدول 68 ء والذى يكو أمثل . 0 > وعد ع قي عد,ة ير .1000 ت بابر 500 157 700 عنرؤير عند 


2° = 700(13)+ S00(11) + 1000(13) = 27 600¢ = $276 


لاحظ أن هذا التخصيص مشابه للتخصيص الأول ؛ مع تغير أماكن الوصول للمتغيرات الأساسية فقط . 


موت 


ا 





الفروق 





م - با 


A~A 


أوجد الازدواج غير المتائل للتموذج ( ۸ س ؟ )بتجاهل شرط الأعداد الصحيحة . 


يمكن كتابة القيود الأولية مغل الغوذج رص ×( + ۸ 


40 Xani ¥ ° ° °F بربرركة‎ 2 Am 


من اللاحظ أن كل عمود من معاملات المصفوفة 4 يحتوى بالضبط على اثين ؛ وبالأحص العمود + 1(4 - 1) يحتوى على 1 
فی الصف ن »وا الصف +" . لذلك يحترى قيد الأزدواج رقم [ز+ «(1 -06] , کا هو معطی ف ( ۵ س 


4) على فتغيرات الازدواج رقم ¡ ء ورقم (ر+ سم فقط. بلتعبير عن متغرات لازدواج ب 


وله ون .+ و02 ولق Ha, B2, < <, Moms‏ فيكون هذا القيد بيساطة 
(رمع) رمن © كه رنه + رلا 
ويعبر عن برناج الازدواج الكامل مثل : 


= Fy au + F3, bu, : تعظم‎ 


.(D i1 i-1 
u + u Sc, (i =1,2,...,™; j= 1,2,...,0( : علمأ بأن‎ 


البرناج(2) له صيغة امصفوفات ( ٠‏ 4 ) عند 


B™ [21,..., dm, D1, ..., bn] « Ca [Cn C12, ..., Cim C21... إن ب بلصت رن وو‎ 8 W = [U”, V7} 


استخدم نتائج المسألة ( م 7 ) لتحقيق احتبار الأمثلية لطريقة النقل . 


م 
دع | < e < e‏ ...2 ا = ¥ ,لقکون آی حل من للیرناج الأول ( ۸ س )و 
لتكون أى حل ممكن لبرناج الازدواج 2 ف المسألة ۸ - ۷ فى صيغه المصفوفات . ينتج من السألة ہ - ٩‏ أن : 


(0) طى‎ or 3, So Cixi & 3, ati + 3, bm 
fel jm ie} fei 

ومن السهل بيان ر بالمقارنة بالمسألة © - ۲٤‏ ) أنه إذا كانت (1) معساوية ء٠ W‏ 4 ب ها حلان أمثلان لبرامجها 

المناظرة . 


- ١1١ه‎ = 


والآن » بافتراض أن طريقة النقل أنتجت جدولاً وفيه يمكن حساب الأعداد وح 8 7 ء وما الخصائص التالية : 
(أ) لكل خلية (() عتوی على متغیر أساسی ‏ × ( موجب أو صفر ) ره = (٠ uî + o]‏ ب ) لكل 
خلية (ز) تحتوى على متغير غیر اساسی ‏ برع > 9ن +45 ,0= ق > فإن "6 تكون حلا مكنا للبرناج الأولىٌ » 

تكون حلا ممكناً لبرناج الازدواج . وأكثر من ذلك .. باستخدام معادلات القيود الأولية نحصل على 


$ aut = 2(2» fJut= 3 3 ده بز 2 - زد(ة ب ) 2 - ثم :2 و عق‎ 
a1 =1 et ilil jai اولض ادر‎ 
: وبالتالل‎ 
Os Fatt Dmei= SS attonî= D > axî 


fmt jal عر »رز‎ 


وتنيج المتساوية الأخيرة من الخاصيتين 1 ) و ( ب ) المذكورئين بأعلى » ولكن 2 هى تفسها الكل من Û X4 W‏ 
حالة التساوى » لذلك فإن .*٭ تكو جاك أل لشكلة لتقل ر وتكون ١س‏ حلا أمثل لبرناج الازدواج ) . 


فسائل فكملة 
Supplementary Problems‏ 


٩ - ۸‏ انشىء جدول نقل للمسألة ( ۲١ ١‏ )» واستخدم طريقة يقة النقل لعجديد جدول الإنتاج الأمثل . 
٠١ - ۸‏ استخدم طريقة النقل فى خل المسألة ١‏ ب 5# . 


- 11 يمكن لشركة طيران داخبلية شراء. الوقود التفاث من أحد ثلاثة متعهدين . وتمتاج شركة الطيران للشهر المقبل في كل مطار من 
بطاراتها الثلاثة التى تخدم فيها إلى 100000 جالون فى المطار 1 و 180000 جالون فى المطار 2 » و 350000 جالون فى المطار 3 
ويمكن لكل متعهد الامداد بالوقود لكل مطار بالأسعار( مبنت لكل جالون ) الموضحة باللجدول الثالى : 





اللطار 2 ١‏ الطار1 





المطار 3 


» ومع ذلك يتحدد كل متعهد تبعاً للكمية التى يستطيع الإمداد بها خلال الشهر . والطاقات المتاحة لدييم هى 320000 
جالون للمتعهد 1 » و 270000 جالون للمتعهد 2 » و 190000 جالون للمتعهد 3 . حدد سياسة الشراء التى منتفى بااحتياجات 
شر كة الطيران بأقل تكلفة كلية . 


~~ 


م - 18 تسج شركة مخاير خيزاً مخصوصاً فى أى من أحد الصنحين ؟ بلى : 





أسمار النقل للخبز من المصنع. إلى الرستوراك توضح فيما بلى : 


رستوران 24 وسعوران 3 رستوران 2 رستوران 1 | 





حدد جدول تسليم شركة الخابر لتعظم الربح من الخبز المنعج . 


4 - ۹۴ تحتوى مخازن شركتين للأدوية على 1.1 » 0.9 مليون جرعة من مصل ضد الإنفلوئزا » ويبدو أن هناك تلوئاً من هذا امرض فى 
ثلاث مدن . ويجب تطعم المواطنين من الطبقة العليا أولاً » حيث إن هذا المرض خطير . وبعد ذلك يتم تطعيم المواطنين على 
أساس من يأتى أولاً يطعم أولاً طوال بقاء المصل . وتقدر كمية المصل التى تحتاجها كل مدينة ( بالمليون جرعة ) ل بلى : 





الدديية 3 المدينة 2 الدية 1 


5 020 ووم | الأكبر 
06 0800 0750 | الآخرون 







ا 


تكلفة النقل ( سنت / ججرعة ) بين شركات الأدوية والمدت هى : 





حددد جدولاً أقل تكلفة نقل يمكن به إمداد المصل اللازع على الاقل لتطعيم المواطنين من الطبقّة العالية ( ملحوظة : قسم كل مدينة 
إلى مكانين للوصول » ومواطنين من الطبقة العليا » وآخرين . أوجد مصدراً وهنيًا . اجمل تكلفة التقل من المصادو الوهمى إلى 
مكان الوصول للمواطنين من الطبقة العليا غاليةٌ > تضمن بذلك عدم النقل خلال هذه القتوات ) . 


۸ 4 ابت أنه إذا كانت التكلفة فى أ صف أو أى عمود فى جدول النقل تسخفض بانتظام وبنفس العدد ( سالب أو موجب ) ء فإن 
المسألة الناتجة يكون لا نفس الخل الأمثل ملى المسألة الأصلية . 


تي أ مده 


الفصل التاسغع 


بر مجة الأعداد الصحيحة : فافج الجدولة 


Integer Programming: Scheduling Models 


PRODUCTION PR0O8LEMS  جاعتألا مشاكل‎ 


تدور مشاكل الإنتاج حول مُنشج واحد يُصنع على فترانت زمنية متثالية لمقابلة احتياجات ممبقة . وغند تصنيعه تُشحن وححدات انتج أو 
تخرن » وتككون تكاليف الإنتاج والدخزين معروفة » بهدف تفديد جدول الإنتاج الذى يفى باحتياجات الستقبل بأقل تكلفة كلية ( التى تمكون 
.من تكلفة. الإنتاج الكلية. وتكلفة. الخزين. الكلية. على. افعراض أن تكلفة النفل الكلية تون ثايعة ) ( انظر المسألة 4 س ١‏ . 


. يمكن تحويل مشاكل الإنناج إلى مشاكل نقل باعتيار الفثرات الزمنية التى يحدث فيبا الإنتاج كمصادر » والفترات الزمنية الى يتقل فيها المتتيج 

كأماكن وصول . وتؤخذ طاقات الإنتاج كإمدادات . لذلك تدل رد على عدد. الوخذات المنعجة ف الفعرة الرمنية 4 للنفل فى الفترة الزمنية 
i‏ ل تدل على تكلفة الإنتاج للوحدة فى الفترة الزمبية” م ؛ مضبافاً إييا تكلقة الشخوين للوحدة من الفترة الرمتية 3. حتي الفترة الزمنية أ 
٠.‏ وحيث إن الوحدات لايمكن أن تشل قبل أن تسخ » فإن Cj‏ تكو كبيرة عند أز< 1 لجعل قيمة ول المناظرة مساويةٌ للصفر . 


مشاکل القل بالشحن ۴۸08128 TRANSSHIPMENT‏ 


تبه مشكلة اقل بالشحن مشكلة لق » حيث غترى على مصاعر نيمانت » وأناكن وصول ا اجات . وبالإضافة إلى ذلك .. 
فإنها تحتوى على « أماكن شخن » يتم من خلاها تقل البضالع . وجب أن تيز أماكن الشحن هذه عن اللصادر وأماكن الوصول , أو أن للصادر 
وأماكن. الوضول قد تعمل كمكان شحن . وتعطى تكلفة اش شحن الوحدة بين كل الأماكن الممكنة . ويكون الهدف هو تصمم جدول نقل 
يوانجه كل الاسنتياجات بأقل تكلفة مكنة ٠‏ (انظر المسألة 3ع كات 8م 


ويمكن أن تحول مشاكل النقل بالشحن إلى مشاكل نقل بعل كل مكانة شحن مصددراً ومكاناً لوصول . وكا فى طريقة النقل » فإن الإمداد” 
الكل من المفروض أن يتساوى مع الاسحتياج الكلى » » وإذا كان هذا لين منجيحاً من حيث اليدا ؛ فإنه يمكن إضافة مصدر أو مكان وصول 
ومى. ..لذلك فإن العدد الكلى من الوحدات فى النظام يعظى إِما بمجموع الإمدادات. أو بمجموع الاختياجات . وعخصص لكل مكان شحن 
إمداد يساوي الإمداد الأصلى ( أو صقر » إذا لم بنطبق مكان الشحن الأضلى مع المضدر ) » مضافاً إليه العدد الكلى من الوحدات فق النظام ع 
وخخصص له احباج مساو لاحياجه الأصل ( أو صفر » إذا م يطبق مكان الشحن الأصلى مخ مان الوضول ) » مضا اله المد الكل من 
الوحدات فى النظام . وتسمح هذه الفخصيصات بإمكانية أنه تمر كل الؤخداث يمكان الشحن . وتكون تكلفة وحدة واحدة من مكان شحن 
( باغتباره مصدراً ) إلى نفس المكان ( باعتباره مككان وصول ) مساوية للصفر . أما الوحدات التى لا تر من خلال مكان الشحن با دول 
الامثل » فإنها تظهر كتخصيصات من مكان الشحن لنفس الكان . 


ASSIGNMENT 'PRO8LEMS jd مخت‎ 


تتضمن مشاكلى التعيين جدولة العاملين فى الأعمال فرداً فرداً ( ويوجه عام .. فإنها تتضمن التبادلياث: بين مجموعة أهداف ) . ومن المفروض 
أن يكون عدد الغاملين مساوياً لمدد الأعمال ب ويب ضمات هذا الخرط بإجاد عاملين ونين أو أعمال وهمية طبقاً للاحتياج سد ويكون 
الزمن © اللازم للعامل رقم :ن لاكال العمل رقم ثر ( أو قيمة الدبف 3 ق اكان رقم زر ): حغرؤقاً . ويكلون المدض هو جدولة كل العاملين 


- 4 = 


عل الأعمال » بحيث تكتمل كل الأعمال فى أل وقت ممكن ( أو إثباد أفضل تبادلية » والتى ها أكبر قيمة ) . ( انظر المسألة 5 4 ) يمكن 
تحويل مسائل التعيين إلى مسائل نقل باعتبار العاملين كمصادر » والأعمال كأماكن وصول » حيث يكون كل الإمداد والاحتياج مساوياً 1 . 
وتعتبر « الطريقة لمجرية » طريقة حل أكفا من طريقة التقل العامة » والتى تستخدم مصفوفة التكلفة فقط , الجدول 4 ١‏ كمدخلات ؛ 
وهناك 4 خطوات : 


الأعمال 


... العاملين 





الخطوة..1 ::.. فى. كل صف من. الجدول. 8 س١‏ خصص أصغر عنص » وأطرحه من كل عناصر الصف ٠.‏ كرر هذه العملية لكل عمود 
م ر الحد الأذى للعمود يحدد بعد طرح الصفوف ) ستحتوى مصفوفة التكلفة الممدلة على صفر واحد على الأقل فى كل صف 

: . | ٠. وعموه‎ 

الخبطوة 2.: أحدد ما إذا وجد تخضيص ممكن يمتوى على تكلفة صفرية واحدة فى مصفوفة التكلفة المعدلة . وفى قول آخر .. حدد ما إذا 

10 احتوث. الصقوفة المعدلة على أصفار عددها # لا يتواجد أى اثنين منها فى نفس الصف أو العمود . 

الخطوة. 3 :' عط كل الأصفار فى مصفوفة التكلفة المعدلة بخطوط قليلة رأسية وأققية بقدر الإمكان . ويجب أن ير الخط الأفقى خلال؛ 
الصف كله » وكذلك. يهب أن يمر الخط الرأمى بالعمود كله » ويكون هذا العدد الأدفى من الخطوط الكلية ببذه التغطية أقل 
من : . خصص أصغر عدد فى مصفوفة التكلفة غير المفطى بخط'. اطرخ هذا العدد من كل العناصر غير المغطاة بخخطوط » 
وأضفب إليه كل عبصر مغطى بخطين . ا 

الخطوة 4 : ازجع إلى الخطوة الكانية ' : 
انظر المسألة 4 . ه طيقاً لحدى النتائج الرئيسية فى نظرية الأشكال البيانية » يككون عدد الخطوط المطلوب فى الخطوة الثالثة 
مساوياً بدقة لأكير عدم من الأصفار فى المصفوفة المعدلة» بحيث لا يوجد أى أثتين منبا فى نفس الصف أو العمود . 


THE TRAVELING SALESMAN PR0O8LEM  رفاسملا مشكلة البحار‎ 


تتضمن هذه المشكلة فرداً يجب أن يغادر قاعدة من مكان معين » ويزوو عدد 1 يو من الأماكن الأخحرى ( كل مكان مزة واحدة 
فقط ) » ثم يعود إلى القاعدة . وتقرر تكلفة السفر بين كل زوج من الأماكن ر » وليس من الضرورى أن تساوى © . والمدف هو 
جدولة خط الرحلة بأقل تكلقة ممكنة . وحيث إن المهم هو الدائرة المنفذة بواسطة البحار ؛ فإنه من املثم تحديد أى من الأماكن « » ويكون 
هو القاعدة . 2 

ويمكن أن ترتبط مشكلة التعيين بمشكلة البحار المسافر كا يلى : ارمز إخحيارياً إلى الأناكن اخختواة بمشكلة البحار المسافر بالأعداد الصحيحة 
و . . ,2 ,1. اعتبر. مجموعة من العاملين » ويجموعة من الأعمال # » وتكون تكلفة التحيين ز٤‏ هى تكلفة السفر مباشرة من المكان 2 
إلى المكاث زر . ومن الواض أن أى حل عكن لشكلة البحار المسافر تتصل باحل الممكن للمشكلة المرتبطة بمشكلة التعيين . ومع ذلك » فإن 
مشكلة التعبين لها سحلول مكنة ( مزتبطة ببادليات لا دائرية ) لا مدل حاولا مكنة لمشكلة البحار المسافر . ويستخدم الخل الأمئل للمشكلة 
المرتبطة بالتعين كتقريبء أول الخل مشكلة البحار المسافر . نطبق الطريقة الجرية على مصفوقة التكلفة اشكلة التعيين ( وهى نفسها مصفوفة 
مشكلة البحار ) إذا تبعت التائج خحط رحلة مكن » إن خبط الرحلة يكون أمثل . وإذا لم يكن كذلك + يمكن استخدام بديل بطريقة التفريح 
والتجديد ( الفصل السادس ) لإيجاد مشكلتى تعيين جديدتين يقع بينبما الحل الأمثل لمشكلة البحار المسافر . 


Tos 


يكون التفريع للعنصر بهت » حيث إن © + 2 هو أحد التعييدات فى التقريب الأول الحالى ( الذى يفترض ألا يعكس خط رحلة ممكن ) . 
ويمكن الحصول على مصفوفة تكلفة جديدة باستبدال يرت بعدد كبير . 

تعتبر طرق التفريع والتحديد غير عملية حسابياً » وذلك بالنسبة للمشكلات الكبيرة التى تحتوى على مئات من الأماكن . وقد اتترحت عدة 
طرق قريبة إلى المثالية لهذه المواقف . ( انظر المسألة © ۷ ) والاعتراض على هذه الطرق القرية إلى المثالية هو أنه بالرغم من أن هذه الطرق 
جيدة بوجه عام » لكنها تنتج فى بعض الحالات الخاصة تقرييات ضعيفة جداً للحلول الثلى . ( انظر المسألة 9 ل 4 ) . 


مسائل محلولة 
مدع اوم Solvêd‏ 


١-4‏ تخطط شركة صناعية لكلى من المواسم الأربعة للعام التالى . وتجدد الطاقات الإنتاجية للشركة والاحتياجاث المنوقعة ( كلها 
بالوحدة ) فيما بلى : 





عا هأاه|- 


تكلفة الإنتاج العادية للشركة هى 7.00 دولارات للوحدة . وتختلف تكلفة الوحدة الإضافية موسياً » فتكون 8.00 دولاراث فى 
الربيع » 9:00 دولارات فى الضيف + و 10.00 دولارات ق الشتاء . 


تمتلك الشركة فى مخازمها 200 وحبدة فى أول يناير » ولكنها تخطط. لعدم الاستمرار فى الإنتاج فى نباية العام » وترغب فى عدم 
وجود أى مفرون فى موسم الشتاء .. والوحدات المتفجة غير مماحة للنقلى فى الورديات العادية خلال موسم الإنتاج . وبوجه 
عام .. فإنها تباع فى الموسم التالي. أما الوحدانث غير المباعة فإئها تضاف إلى الممازن » وتحمل بمصروفات تخزين 0.70 دولار 
للوحدة . وعلى النقيض .. فإن الوحدات المتعجة فى ورديات العمل الإضاق يجب أن تنقل فى نفس موسم الإنتاج . حدد جدول 
الإنتاج الذى يواجه كل الاحتياجات بأقل تكلفة كلية . 


الفترات الزمنية التى يمكن. الإنتاج خلانها هى : ورديات العمل الاضافى للمواسم الأربعة : والورديات العادية فى المواسم 
الثلائة الأولى . وتصبح كل فثرة من هذه الفترات السبع مصدراً » ويضاف إلييا مصدر ثامن » تحزن أولى » حيث يمكن الإمداد 
منه . والإمداد الكلى هو 1450 وحدة . والفترات الزمنية التى سيطلب فما الإنتاج هى الأربعة مواسم » وتصبح هذه المواسع 
أماكن وصول بإحتياج كلى 1250 وحدة . وحيث إن الإمداد الكلى يزيد على الاحتياج الكلى » نوجد مكان وصول ويا 
باحتياج يساوى ال 200 وحدة الزائدة . 


شح 


تمثل التمخصيصات الموجبة من المصدر إلى مكان الوصول الوهمى الوحدات الممكن أن تنتج.فى هذا المصدر , ولكنها لا تج » 
نظراً لعدم الاحتياج إليها . وحيث إن كل الوحدات بالخزون الأولى قد تم إنتاجها مسبقاً » لذلك يجب تنب التخصيص من 
الخرون الأولى للمخرن الوضى . ويمكن ذلك بتخصيص عده كبير ( 10000 دولار ) مرتبطة بتكلفة الوحدة . وكل التكلفة 
الأخرى المرتبطة بمكان الوصول .الوممى تكون صفرية كالجتاد . 

والتخصيصات, الأحرى التق يجب أن نتجنيها تخصص الما تكلفة عالية . ويتضمن هذا النقل من الورديات العادية للموسم 
الخال أو المواسم السابقة ‏ والتقل من الورذيات الإضافية لأى موسم عدا الحالى . والتكلفة الربطة باغزون الأول تير تكلفة 
تخرين فط » حيث إن تكلفة الانتاج » وتكلفة التخزين السابقة قد حدثت فملاً ولا يمكن تقليلها . والت التكلفة الباقية هى » 
ببساطة » تكلفة الانتاج مضافاً إليبا تكلفة العخزين . 


بنطبيق طريقة البقل على هذه المسألة » نمحصل على الجدول 1 , كجدول أمثل . وينتج منه أن احتياج الربيع يستوفي باستخدام 
كل 200 وحدة من انرون ؟ + 50 وحدة من الإتتاج الاضاف ف الربيع . ويستوفى احتياج الصيف من وردية الربيع العادية , 
ويستوق احتياج الخريف من 300 وحدة من إنتاج الصيف العادى » بالإضافة إلى 100 وحدة من الإنتاج الإضافى للخريف . 
ويستوفي إحياج الشتاء من 100 وحمدة مصنوعة فى الربيع فى الورديات العادية ومفزنه » بالإضافة إلى 350 وحدة من إنتاج الخريف 
العادى. » 50 وحدة منتجة ق الشتاء فى الورديات الإضافية 1 
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864-؟ قوم موا بعل 30 ویم من مع نين ن الو ل إلى الودية 3.42 ديات 5 35٠‏ وخدة عل رال ٠‏ تكلفة التقل 


اجوئ بين المواقع ( بالدولار لاوحدة ) معطاه فى الجدول ٩‏ س ٤ ١‏ حیث تو ضح الخطوط المنقطة أنه لا توجد خدمة حدد 
جدول النقل الذى يمختصص الأعداد المطلوبة من السلع لكل مكان وصول. ا . ويمكن النقل من خلال نقط 
وسيطة . 2 ٠‏ 1 





١-8 شكل‎ 


توضح هذه المسألة خطياً بالشكل 8 9 حيثه توضح الإمدادات بالأعداد الموجبة » والاحتياجات بالأعداد السالبة » مع 
ملاحظة أنه بالرغم من تمائل الجدول 4 ١‏ » فإن أجور الشبحن لا تتتاسب مغ المسافات . والموقع 4 هو مكان شدمن فقط , 
والموقعان 2 » 3 يستخدمان كأماكن وصول وأماكن شحن ( يمكن شحن البضنائع من المؤقع 3 إلى الموقع 3 من خلال الموقع 2 من 
1 إلى 2 من خلال 3 ) ء بيه يستخدم الموقع 1 كمصدر ومكان شحن . وحيث إته ليس من الممكن ( ليككون الوضع مثالياً ) 
i OS‏ تشين مرة أحرى » فإن المسألة يمكن أن تبسظ بعدم السماح 
بالشحن إلى الموقع 1 وتقييده. بأن يكون مصدراً فقط 


آماگن الزصول 








55 الوصبول S403‏ 6 7 . ويجانب البكلفة المتملاةق شكل 4 


لتطبيق طريقة النقل » نزيد الإمداد والاحعياج لكل مكان شحن س المواقع 2 > 3 ۰ 4 ے بالعدد الكل من الوحدات فى النظام 6 


٠‏ 70 وحدة . وأيضا أ حدد 000 10 = دو لار .دمت > مده لجعل الشحن على الطرق ‏ 2ه4 م 2+4 مساوياً للصفر » وتجديد 


2 ووم > موت موي اسيم . لذلك فإن 45 وحدة تشحن من الموقع 1 مباشرة إلى الموقع‎ = Cu, = Û 
: لعسبتوق احتياجاته » با ال 25 وحدة الباقية من الموقع 1 إلى الموقع 4 ثم توجه إلى الموقع 3 . لاحظ أن‎ 

0 وڈ =2 يل عل ادر على لز لمية يشب الرو. لال هق الرلقة . وبال 45 = معد ۽ مؤكداً أن :45 
من 70 و-جدة لا تشجحن خلال الموقع 4 . 


للبيانات ق: ښنکل و بد ؟ » حدة جدول الشحن الذي يواجه كل الاحتياجات بأقل تكلفة كلية 





الواقع 3+ #اهى مصادر » ينا الواقع 5 +4 هى أناكن وضول. . الوقع 3 هو مصدر مصدر ء ومكان تتبن ( نقظة اتصال ) » ٠»‏ نا 


9 اللآقج 4 بخدم_.كمكات وصول ومكاق: شخن ولاف الابناد الكل هو 180 وبحدة ء بيغا الأحتياج هو 105 وخدة فقط » توجد 
:. الموقع 7 كسكان: وصول وهمى باحتياج 35ب180:105 ونحدة” وخی إن كل مكان شحن هو مضدر ومكان وصول ٠‏ بإضافة 


0 .وحدة إلى كل مين الإمدادات والانجتياجات لقنا الموقغ : نيتو جدول النقل على الصادر 3 2 » 3 » 4 . وكذلك أماكن 
تعندنا التكلقة صفر من مكان الشحن ( كمصدر ) إل 


نفس المكان.( كتمكان وصول )+ a e E‏ 
موجودة ا يلا کنیا . : 





الجعول 3 هو جذول الثقل الأمثل يستقيل الموقع 3.» 20 وحدة من الوق 1 0 وجدة من الموقع 2 ع بيما تغيد توزيع هذاه 
الوحجدات بإمدادها الأولى 15 وجدة إلى الواقع 4ء 65 . وبعد استيفاء كل الاجعياجات بيقى الموقع 1 وبه 75 وحدة موضيحة 
بالجدول 3 بالبخضيمى من الموقع 1 إلى الرعنى: وال یمات 80 روغ + 90- وقد هي مدخلات دقترية تقكد أعداد 
الوحدارت الثى لا تمر خلال أماكن الشحن 3ء 4 علق التوال .. 





~4 > 








حل المسألة ١١ ١‏ بالطريقة انجرية 


ميد الجدول ١ ١‏ فى المسألة ١‏ 18 لجل عدد الأحداث مساوياً لعدد السباحين » وتكون التيجة » الجدول 44 ٠‏ 
وكالمعاد فإن التكلفة ( الأزمنة ) المرتبطه بالوهمية » الأحداث 5 » 6 تؤخذ صفرية . ويكون الترشيد هنا هو أن الأحداث 5 » 6 
لا توجد » ولذلك فإنها تستكمل ف. زمن. صفر » ويكون السباحون الخصصون ذه الأحداث هم غير الداخلين فى صباق 


الرناغى . 


بدأ الطريقة الجزية بطرح صفر من كل صف فى الجدول 4 4 » ثم طرح 65 » 69 » 63 » 56 0 » 0 من الأعمدة 1 حتى 
6 عل التوالى » وينتج عن ذلك ؛ الجدول 8 4 ء نظراً لأن هذه المصفوفة لا توي على حل التكلفة الصفرية الممكن » فإننا نغطى 
الأصفار اللوجودة بأقل عدد من المخطوط الأفقية أو الرأسية الممكنة » وإحدى هذه التغطياث تين بالجدول 8 4ع والأخرى 
المساؤية ممها فى الجودة » تحصل علربا بإحلال الخد من خلال الصف 3 يفط من خخلال العمود 4 . ويكون أصغز العناصر غير 
المغطاة هو 3 الذى يظهر ف الموقع (2:2) . ويطرح 3 من كل عنصر غير مغطى ف الجدول 48 » وإضافة 1 لكل عنصر مغطى 
مخطين عه المباصر (1,5) » (41,6 + (3:5) + 3,6 » (5,5) » (5,6) س نصل إلى الجدول © 4 . 


ل يخنتوى الجدول ©4 أيضاً على تعيين التكافة الصغرية الممكنة . وبتكرار الخطوة 3 من الطريقة الجرية » نحدد أن 1 هى » مرة 
أخرى أصغر عنصر غير معطى . بطرحه من كل عنضير غير مغطى » وإضافتة إلى كل عنصر مغطى مخطين , تحصل على الجدول 
8 4 ) الذي لا يحتوى على تميين التكلفة الضفرية الممكنة » كا هو موضح بالمدخلات ذات النجوم . لذلك فإن التخصيص”" 
الأمثل هو السياح 1 للحدث 3 ( سباحة ظهر  )‏ والسباحان 4 » 6 لا يدخلان السباق : الوقت الكلى الأدلى ( :بالثواف 6م 
يسبب من اللجدول 8 4 کا بی : 


5 254 ع 69 + 55 +65 + 65 ع رون + يوم + ووم + ررع ع *ج2 


ومع ذلك فهذا الحل » ليس هو الحل الأمثل الوحيد - ويمكن الحصول على تخصيص أمثل مسار معه من الجدول 45 : خصص 
السباج 1 للحدث 3 » والسباح 2 للحدث 1 ء تاركاً التخصيصات الأخرى بدون تغير . 


~6 ¬ 











~4 
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جدول ه 4 





حقق الطريقة امجرية 


ا ل روك ب ا سا ا 
الثى للتعيين » ولكن تعطى بيساطة مصفوفة تكلفة للبدخيلات الأصفر ».وحيث إن كل عنصر فى مصفوفة التكلفة لا سلبى » 
' فإن تعيين تكلفة: صفرية إذا أمكن ٠»‏ يعطى خلا أمثل . وبالتالى الخطوة الثائية من الطريقة ا 
مكن › فإن الأصتقار فى مصفوفة التكلفة الحالية e‏ موز عة يدا . 


والخطوة الثالثة هى طريقة لاعادة توزيع » رجا > إدخال أقنفار إضبائية . والعمليات الحتوية على > . الأصغر ( موجب ) 
تكلفة وغير المغطاة بخطوط فى المصفوقة المالية » نحل المضفوفة الخالية بمصفوفة لاسلنية جدديدة ؛ مثل : : ( ١‏ ) العنصر م نفسه 
يستبدل بصفر ‏ ( ؟ ) تبقى الأصفار القدهة المغطاة خط مفردء ( 7 ) تبتبدل باقى الأصفار القديمة ب © . ولا كانت هذه 
السليات مكافة لطرح يع من کل صف وكل عمود غير مغطى » وإضافة 2 لكل صف منعطلى » وعمود مفلى » فإ للسأة 
4 # 14 تضمن مرة أخرى أن حل التعيين الأمثل لا يتغير . 


تقدم شركة الخطوط الجوية الأهلية سكانادو تخفيضاً بسعر يسمح للشخص تغطية كل الرحلة . والتذكرة الصالحة لأسبوعين من 
تاريخ الشراء لها القيود التالية : لا يسمح بإعادة زيارة أى مدينة على الرحلة ما عدا مدينة البدأية » والتى ا 

فى الرحلة . ويرغب أحد السائحين الأجانب ف المدينة 1 ( العاصمه ) فى رؤية مدن أخرى با محافظات 2 » ٠‏ 3 ء 4 قبل العودة إلى 
العاصمة » وقرر أن يسافر على الخطوط الجوية . ويبين الجدول المعطى مواعيد الطيران بين المدن ( بالدقيقة ) » حيث تدل النقط 
على أنه لا توجد خدمة بين الواقع الماوة . حدد خط الرحلة ألذى يقلل من زمن الرحلة | إلى الحد الأدلى . 


EAT 











1 10090 65 53 37 

2 65 10808 95* 10000 

3 53 9 10 000. 81 

10800 81 10000 37 4 
جدول 4 6 


ثبدأ بإحلال كل مدخل منقط فى جدول التوقيتات برقم كبير جداً هذه الوصلات فى خط رحلة أمثل . والنتيجة فى الجدول 6 
. وبتطبيق الطريقة امجرية على هذا الجدول » تحصل على ( من التطبيق الثاتى للخطوة 2 ) ؛ التخصيص الموضح بالعداصر ذات 
التجوم »“وهى 342 2+3 1ج4 144 . وهذا ليس خمط رحلة صالح » حيث تعيد السائح إلى المدينة 1 عباشرة بعد 
أول توقف فى المدينة 4 . 






10000 6 53 10000 


1 1 10000 10000 10000 37 

4f 65 10600 95° 10 000 2 65* 10000 95 10 000 

3|. 53 95 ` 0 81° 3 53 95 10000 . 1000 

10000 81% ` 10000 000 10 4 10000 81 10000 37° 4 
جدول © 6 جدول 8 6 


نحدث تفريعاً من العنصر ذى النجمة 37 > مره بالجدول 68 . يتأثر التفريع الأول بإحلال 4:© بعد كبير يا فى الجدول 
8 . ويتأثر التفريع الثانى يإخلال :م6 مقلوب العنصر كا فى كل العناصر » فى الصف الراب أو العمود الأول » ماعدا ٠٠١‏ نفسه 
بعدد كبير . ويم هذا فى الجدول © 6 . 
#طبيق الطريقة المجرية على. كل من مصفوفتى التكلفة الجديدتين » مشصاتين > نحصل على الرحلة الصالحة لكل من : 
41 4ه3 3جد2 1+2 بتكلفة 278 دقيقة للجدول 68 › و ,2+1 3+2 ,3ج4 1+4 بعكلفة 278 دقيقة 
للجدول ©6 » وكلا اين أمدل . وفى الحقيقة .. حيها تنشابه مصفوفة التكلفة , تيقى الدائزة المكل كحل أمثل ؛ إذا وصفت 
بالاتجاه العكسى , ” 


صمم طريقة قريبة من المثالية لمشكلة اليحار المسافر . 
نصمم طريقة أقرب جار » على أساس مبدأ اختيار أرخص وصلة متبقية على التوالى » بحيث لا يكمل إدخانها دائرة كاملة 
مياشرة . 


الخطوة 1 : خصص أصغر عنصر فى مصفرفة التكلفة ء( إل الروابط اختيارياً ) حددها بحلقة » وحدد الوصلة المرتبطة 
بها فى خط الرحلة . 

الحطوة 2 : إذا كان العنصر الجديد داخل الحلقة هو 0©.ءاستبدل كل العناصر فى الضف رقم م ءوكل العناضر فى العمود 
رقم © » وكذلك مقلوب العنصر ت بارقام كبيرة . 


الخطوة 3 : خصص أصغر عنصر خارج الحلقة فى مصفوفة التكلفة الأخيرة . اوضلها موقا بخط الرحلة ( غير التكامل )» 
فإذا كانت الرحلة الناتجة غير ممكئة » حدد التكلفة يحلقة » واذهب إلى الخطوة 5 . 


SINE 








165 
1000 
15 
1000 
1000 


الخطوة 4 : إذا كانت الرحلة التائهة غير ممكنة » إِلخ الوصلة الأخيرة من خط الرحلة » واستبدل تكلفتها المقاظرة برقم كبير . 
ا اذهب إل الخطوة 3 . 
الخطوة 5 : حدد ما إذا كانت الرحلة كاملة » فإذا كانت كذلك: قبلا حل أقرب إلى الأمفل . وإذا لم تكن كذلك » اذهب 
إلى الخطوة 2 
قو كذ الخطوة 2 أن أى موقع . إذا ترك » فإنه لن يترك مزة أخرى » وأن ن أى موقع إذا مُجمل لن دحل مرة أخمرى” . وبالتالي 
خط الرحلة الموّقت فى الخطوة 3 يكون ممكباً , إلا إذا احتوى على حلقات أقل من عدد ب« إمن الوصلات . 


استخدم طريقة أقرب جار ( المسألة 4 + ) لإيجاد خط رحلة للبحار المسافر » قريب إلى الأمثل , إذا كانت مصفوفة التكلفة 
معطاة بالجدول 





165 105 80 35 1000 1 105-165 0 35 2 1 
80 20 45 1000 35 2 0 20 45 ... 35 
75 30 1000 45 80 3 75م %0 “.° 45 80 3 
0 1000 30 20 105 4 60 0.0 3% 20 105 4 
1000 60 75 80 165 5 0 60 75 80 165 5 


جدول 8 8 جدرل ۸ 8 


نبدأ أولاً باستيدال المدخلات المنقطة فى مصفوفة التكلفة بأرقام كبيرة (1000) لتحصل على الجدول 8.8 . وأصغر مدخل فى 
الجدول هو إما 620 أو .جه . نختار ( اختيارياً ) مدت| » ثم نضعها داخل دائرة » فتدل على أننا قبلنا الوصلة 2-4 کجزء 
من خط الرحلة النباى . نستبدل بعد ذلك كل العناصر الأخرى فى الصف الثاق » وكل العناصر الأحرى فى العمود الرابع » 
وكذلك مقلوب العبضر 42© ب 1000 . وتكون النتيجة .فى الجدول © 8 . 

يكون أصغر عنصر خارج حلقة فى الجدول 8€ هو 30 دوع . ويتوضيله بالوصلة 3ج4 يخط الرحلة الحالى غير 
الكامل » تخصل على خظ الرحلة ( ما.زال غير كامل ) 4+3 2+4 وهو ليس ممكباً . وبالتال نضع ه» داخل حلقة » 
ونستبدل كل العناصر فى الصف الرابع » وكل العناصر فى العمود الغالك فى الجدول © 8 . وكذلك مقلوب العنصر 30© ب 
0 . وتككون النتيجة فى الجدول 82 . 





1000 35 80 1000 165 
1000 1000 1000-0 2)0 0 
80 45 100 100 
105 1000 3% ji00 0 
IS 80 75 1000 1 


1000 35 1000 1000 
1000 1000 100 
80 4S 1000: 1000 


1000 1000 1000 


165 80 1000 1000 


م رم با خط غ 
3 
مشر ارم ين الح جا 


جدول 0 8 307 جدول 8€ 


أصغر عنصر خارج حلقة ى الجدول 2 8 هو 35 ياء . بتوصيلل الوصلة 2 +-1 بخط الرحلة غير الكامل » نوجد خط 
الرحلة 3ج4 4ج2 2ج1 وعو لین کا . وبالتال نطيع 12© داخل حلقة » وتستيدل كل العناصر الأخرى فى 
الصف الأول وكل العناصر الأخرى فى العبود الثافى للجدول 82 » وكذلك مقلوب العنصر,:2© ب 1000 . تکوں النتيجة کا فى 
الجدول 8 8 . 


ANA اس‎ 


باستمرارية الطريقة » نجد على التوالى الجداول 7 8 , 6 8 . و 
6 8 بالتحديد 5+1 3+5 ,3ج4 4ج2 ,142 
الكلية 


خط الرحلة الموضح بالعناصر داخل الحلقات فى الجدول 
يكون كاملاً » لذلك فيكون حلا أقرب إلى الأمثل . تككلفته 


5 - 165 +20+75+30 +35 دع 


انظر المسألة 8 ل ١7‏ أيضاً . 





جدول ۴ 8 جدول 8 8 





جدول 6 8 


۹-٩‏ طبق طريقة أقرب جار على المسألة ه ‏ د 


أصخر مدخل فى الجدول + 6 , والذى يثل مصفوفة التكلفة الأولية للمسألة هو إما مت ءأو 641 . وتحدد مدع 
0 ع ٤‏ 
اختيارياً داخل حلقة » ونستبدل كل العناصر الأخمرى فى الصف الأول » كل العناصر الأأخر ى ف العمود الرايع » ,رمع بعدد 
كبير . وتكون النتيجة الجدول 4 9 . 





4 
62 10000 10000 10000 1 
10000 000 10 95 10000 65 2 
000 10 10000 10000 95 53 3 
000 10 10000 81 10000 10000 | .4 
جدرل 8 9 جدول 4 9 
8 8 کک 
بتطبيق طريقة أقرب جار على الجدول 9 نحصل على الجدول 98 خط الرحلة المكدمل جزئياً 1-4 1ه3 . وأصض 


مدخل فى الجدول 98 هو 81 يرع ٠‏ بتوصيل الوصلة 3+-4 لخط الرحلة الحالى تول إلى 144 .1ج3 ووي 
وهو ليس مكنا » حيث إن هذه الدائرة تحذف المدينة 2 , وبالتالى لا تقبل 
تكلفتها.:ه6 بعدد کبیر . وتکون التيجة الجدول 9€ . 


6 


3 جد 4 كجزء من حط الرحلة الها » ونستبدل 


~4 = 





10000 10000 10000 10 000 10 000 10000 


1 1 

2 | 10000 10000 95 10500 2 | 10000 10000 10000 

3 10000 10000 1000 3 10000 10000 10000 

10000 10000 1000 | 4 10000 10000 10000 10000 | 4 
جدول 5 9 جدول © 9 


باستمرارية الطريقة » نحصل على الجدول 92 بعد عاولتين . ويكون الل الأقرب إلى الأمثل بعناصر التكلفة داحل الحلقات 
هو 3+1 2+3 2ج4 .4ب1 غنك 185 10 =53 +95 +10000 +37 = 2 
وهذه القيمة للدالة المدفية عالية جداً » فى هذه الحالة فإن الحل الأقرب إلى الأمثئل يكون فعلياً بعيداً عن الأمثل . 
مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


٠١ - 4‏ تلقى صاحب مصنع طلباً من مدينة كييرة بستة أتوييسات ذات الدورين » على أن يقوم بتسليم اثنين في كل مرة خلال الثلائة 
أشهر التالية . يوضنج الجدول 9 ب ؟ بيانات الإنتاج بالمصتع 






الطاقنسة الإتتاجيسسة 
بالوحدة 












الطاقة الإنتاجيبسة الإضافيسسة 


بالوحدة 
تكلقسيسة الإتتسساج 
1050 ل للوحمدة 
الإساج 
E oa‏ للوحدة 





الماديسسسة 


جدول ٩‏ س ؟ 


يمكن تسلم الأتوييسات للمديئة فى نهاية نفس شهر التجميع » أو تخرن لدى الصانع ؛ بعكلفة ۰۰ دولار فی الشهر لكل 
أثوبيس لتقنها خلال الشهر التالى . لا يوجد عخزون حال لدى الصائع من هذه الأتويسات » ولا برغب فى وجود رون بعد 
استكمال هذا المقد . حدد جدول الإنتاج الذى يواجه احقياج امدينة بأقلى تكلفة للصانع . 


11-4 تقدر إحدئ شركاتٍ الأدوية الاحتياج ( بالليون جرعة ) من أحد الأمصا مصال كا يلى : أكتوبر 7.1 » نوفمير 13.2 » ديسمير 
8 يناير 7.7 » وفبراير 2.1 . ويوجد احتياج طفيف من الصل فى الأشهر الأخرئ . وسياسة الشركة الإمداد بيده 


بم عونت 


الاحتياجات هى امتلاك مليون جرعة بالخزن فى نباية شهر فبراير ..يأخط المصل أربعة أسابيع للإنتاج . لذلك لا توجد أى كمية 
جاهزة للنقل خلال شهر الإنتاج . وعددما يكون المصل جاهزاً » مع ذلك ».بتقل فوراً إلى المستبلكين » أو يخرن بتكلفة ٠١‏ 
سنت لكل جرعة لكل شهر . وجرت العادة أن تتعج الشركة المصل ف المدة بين أغسطس وديسمبر . ويعدم أى مصل متبق من 
السنة السابقة فى ١‏ سبتمير . 

وتقدر الطاقات الإنتاجية للشركة ( بالمليون جرعة ) » وتكلفة الإنتاج المتوقعة ( سنت لكل جرعة ) لكل شهر من دورة 
الإنتاج المقبلة كا بلى : 


ديسمبر توفمبر ‏ اکوبر مبصمير | أغسطسن 


125 10 95 8.1 
68 75 52 





حده جدول الإنتاج الذى يفى بكل'الاحنياجات بأقل تكلفة كلية 


9 - 18 حدد جدول البق بحد أدنى للتكلفة لمسألة النقل بالشحن الموضحة فى الشكل ٩‏ - + . 


+20 





۴-۹ عند أحد مصائع السيارات أوامر توريد من الموقع 5 ؛ 6ء 7 بعدد 75 » 60 » 80 وحدة على التوالى من موديل معين . تتكون 
عملية الإنتاج من صنع الجسم إما فى الموقع 1 » أو 2 » وينقل الجسم إلى أحد المواقع 3 أو 4 » حيث يجمع مع بقية السيارة » ثم 
تنقل الوحدة إلى الستهلك المنظر . تكلفة الإنتاج للجسم فى الموقع الأول هى 333 دولار » و 550 دولار بالموقع الثافى . وتكلفة 
التتجميع فى المواقع 3 » 4 هى : 2256 دولار » و 2239 دولار على التوالى . وتكلفة التقل ( بالدولار ) بين المواقع كا يلى . 


~۳ - 





الطاقة الإنتاجية فى المواقع 1 »2 هى : 0 10 جسم على التوالى » وتستطيع المواقع 3 » 4 تجميع كل الأجسام المدفوعة إليها ت 
حدد جدول الانتاج والتقل اللذان يفيا بالأحتياجات بأقل تكلفة . ( نقطة مساعدة » تعامل معها كسطلة نقل بالشحن ) . 


. عند إحدى شركات تأجير السيارات نقص ( فى عدد السيارات ) في بعض المدن » وزيادة فى مدن أخرى‎ ١4-8 
,18 27 وبالأحص فإن المدن 3 > 2 عندها زيادة 15+ 20 سيارة على الترالى» بيها المدت 3, 4. 5 تحتاج‎ 
سيارات إضافية على التوالى . يكن نقل السيارات مباشرة بين المواقع » أو نقلها من خلال مدن وسيطة » حيث يكون للشركة‎ 9 
وكلاء . فإذا كانت تكلقة النقل ( بالدولار لكل عزبة ) كا هو معطى بالجدول 14 » حدد جدول التقل بكلفة أل ما يمكن‎ 
. لشركة تأجير العربات‎ 





جدول 14 


٠١ - ٩‏ ترغب إحدى شركات الوجبات السريعة فى بناء أربعة ممازن بمنطقة شيكاغو . وقد تعاملت الشركة ف الماضى مع ست شركات 
إنشاءات مختلفة » وما كانت راضية عنهم جميعاً » فقدٍ دعتهم لتقديم عروض لكل عملية . وكانت العروض النبائية ( بالألف 
دولار  )‏ هو بالجدول ٩‏ - ۳ 


شركات الإنشاءات 





ولا كانت شركة الرجبات السريعة ترغب ف إنباء هذه الخازن بأسرع وقت ممكن » فإنها ستعطى كلل شركة عملية واحدة على 
الأكثر . ماهو الخصيص الذى يتج عنه أقل تكلقة كلية لشركة الوجبات السريعة . 


SRA 








95-8 حل المسألة ١‏ - ٣م‏ 
۷-4 أوجد الخل الصحيح للمسألة 4 - ۸ » وقارن بنط الرحلة الأقرب إلى الأمثل فى تفس المسألة . 
14-4 مين الخدول التالى مصفوفة التكلفة ( غير امزائلة ) للسفر بين عدة مواقع . حدد خط رحلة للبحار للسائر بأل تكلفة . 


لح دیا سه چ . 





٠“ - ٩ استخدم طريقة أقرب جار لإيجاد حل أقرب إلى الأمثلى للمسألة‎ 1۹ - ٩ 
ل ين أن طريقة التفريع لمسألة البحار المسافر توجد مسأنين جديدتين » فى أحدهما الوصلة 4م يجب أن تؤخذ » وف الأخرى‎ 
. الوصلة. 4+ م يجب ألا تؤحذ‎ 


4-4 اين بأحد الأمثلة أن خط الرحلة الأثل لمسألة ليحار الماقر لا يقى أل » بإال شرط » أن كل موقع هزار مرة واحدة . 


156 مم 


الفصل العاشر 
البرمجة غير الخطية : أمغلية المتغير المفرد 


Nonlinear Programming: 
Single-Variable Optimization 


‘THE PROBLEM Al 
البرناج غير الحطى » غير المقيد » للمعغير المغرد يأحذ الصيغة‎ 
0-۰ ( ۰ 2 = )( : أمثلية‎ 


'حيث إن (*)ر تكون دالة ( غير خطية ) فى المتغير المفرد 3 > ويكون البحث عن الأمثلية ( تعظي أو تصبغير ) فى الفترة غير الحددة 
)م 0 وإذا كان البحث مقيداً فى فترة محددة أقل [8 ,©] » فإن المسألة تصبح 

أثية : (جترعج 

علماً بأن: طك ×كه CN)‏ 
الذي يحتبر برناجاً مقيداً لمتغير واجد 8 
الأمئلية اغغلية والضاملة  LOCAL AND GLOBAL OF1IMA‏ 


للدالة الحدفية (ج)ثر ' حد أدنى حل رار نسبى ) عند 0× إذا وجدت فرة ( صغيرة ) ذاث مركز عند 0ك .ء حيث إن (م) f‏ ج(») | 
لکل قم × فى هذه الفترة التى تحندد فيها الدالة . إذا كانت (م»)=(×) لكل قم * الى تحدد فيها الدالة , قيكون الحد الأدنى عند 
( جاتب كونه محلياً ) حدا أدنى شاملاً إ أو مطلقاً ) . تعرف الحدود الأعلى امحلية والشاملة باتمائل بمعرفة المتباينات المعكوسة . 


مثال ١ - ٠١‏ : الدالة المرسومة فى الشكل ١ - ٠١‏ تحدد على [64.8] فقط . وها حد أدفى نسبى عند x.‏ ¢ :× © ؛ وحداعل 
تسبي عند 1 »4 ×× »> وحد ادلی شامل عند 2× ؛ وحد أعلى شامل عند ( ) بير 





يبحث البرناج ( ١ - ٠١‏ ) عن أمثلية شاملة ؛ وكذلك البرناج ( ٠١‏ - 7 ) أيضا ؛ إلى الحد الذى بيحث فيه عن أفضل أمثلية محلية فى 
الفتزة .[9 ,ج]. . ومن الممكن أن تفرض الدالة المدقية قيماً أفضل خارج [8 ,4] » ولكن هذا خارج الاههام . 


العائج من التفاضل والتكامل RESULTS FROM CALCULUS‏ 


النظرية ١ - ٠١‏ : إذا كانت (*)/ مسعبرة فى الفترة المقفلة وامخددة [4,8] » فإن (#)ك/ز يكون لا أمثلية شاملة ( كلاً من 


التعظيم والتصغير ) على هذه الفترة . 
النظرية ١ - ٠١‏ : إذا كانت (#مر أمثلية محلية عند وبدء إذا كانت (*)/ قابلة للتفاضل فى جزء الفتره ذات المركز عند .ند فإن 
f (xo) = 0.‏ 


الظرية ١ ١ - ٠١‏ إذا كانت (8)/ يمكن تفاضلها مرتين فى جزء الفعرة ذات المركز عند .20 ء وإذا كانت 0=(مب)اf ٠‏ 
0<( فیکون ل (ع) حداً أدنى محل عند مبر. رإذا كان بدلاً من 0 > (مج)ر + 0> (م)"f‏ ۰ 
فإن («)/ يكون ها حداً أعلى على عند وبر . 


ويتبع من النظريتين الأوليتين أنه إذا كانت ()/ متصلة فى الفترة [2 ,4] > فإن الأمثلية امحلية والشاملة للبرنائج ( ١ - ٠١‏ ) تحدث بين 
النقط التى لا تتواجد فيا (ب)' » أو بين النقط حيث 0 > (*)”مر ( وغالباً ماتسمى بالتقط الساكنة أو الخرجة ) » أو بين النقط النهائية 


=× » »=× (انظر المسائل -1١‏ كا حتى .)۳۳۱٣۰‏ 


وحيث إن البرناج ( ١ - ٠١‏ ) غير مقيد بفترة مغلقة ومحددة . فإنه لا توجد نقط نبائية للأخذ فى الاعتبار . وبدلاً من ذلك » فإن قم 
الدالة الدفية عند النقط الساكنة وعند الفط التى لا توجد فيها(ج)"/ تقارن بالق النبائية ل ()/عندما م ج جد . وقد يحدث ألا توجد أى 
نباية منهما ( اعنبر بر بزع > ()ك/ر ) ؛ ولكن إذا وجدت أى من النبايتين سد وقبلنا ±0 « كنهاية  »‏ وأدت إلى أفضل قيمة ل (*)/ 
( الأكبر لبرنامج تعظيم » والأصغر لبرنامج تصغير ) » فإن الأمثلية الشاملة ل (*)/ لا توجد . وإذا حدنت أفضل قيمة عند إحدى النقط الحددة » 
فإن أفضل قيمة هذه تكون أمثلية شاملة . ( انظر المسألة ٠٠١‏ - 4 . 


أساليب البحث التابعى ( التسلسلى SEQUENTIALSEARCH TECHNIQUES  )‏ 


من الناجية العملية .. فإن تحديد الأمثلية بالتفاضل والتكامل يكون غير مشر : إما لأن الدالة الحدفية تكون غير معروفة حساياً » فيكون 
الفاضل مستحيلاً , أو أن النقط الساكثة لا يمكن الحصول عليها جبرياً . ( انظر المسألة ٠١‏ - ه ) . فى هذه الحالات تستخدم الطرق العددية 
لنقريب مكان الأمثلية المحلية فى حدود تفاوتات مقبولة . 


تبدأ أساليب البحث التعابعى بفترة محددة يفترض أن تكون فيها الدالة المدفية ذات نموذج أحادى . بمعنى أن هذه الفترة يفترض أن تحتوى على 
نقطة واحدة فقط عندها(ج)م يكون ها حد أدنى , أو حد أعلى تحلى » ثم تقلل هذه الأساليب بانتظام الفترة حول القيمة الملى الحلية » حتى 
نضيق القيمة الثلى داحل حدود مقبولة ؛ وهذا التقليص يتأثر بالتقيم المتابع للدالة الهدفية عدد نققط مختارة » ثم استتخدام خخاصية الموج الأحادى 
لحذف أجزاء من الفترة الحالية . 


~۳۹ - 


مثال ٠١‏ - ؟ : يعرض الشكل ٠‏ - ۲ قم الدالة الهدفية عند النقطد .#2 م ويد . إذا عرف حد آدنى على ليكون الطرف الوحيد فى 
الفترة .[ط ,م » فإن هذا الد الأدنى يجب أن يكون الى اليسار من:ييد ؛ لندك فإن (ج)م تبدا فى الزيادة حول هذه النقطة » وبخاصية 
افموذج الأحادى . يجب أن تسعمر فى الزيادة لجهة الجين منها . ومن ثم جزء الفترة [ظ ,و( يمكن حذفه . 


وإذا كان الحد الأعلى الى هو الطرف الوحيد فى الفترة [3 ,4] » فإنه يجب أن يكون على المين من ,× » ويكن حذف جرء الفعرة (ب×,م]. 


@ (x (x) © 
(xı J(x)) ® 5 

0 ê 

و د 2 1 ١‏ 

6 Xx x2 0 Xx x2 1 x 

م اذ طلسي سس ا ممصي ل 

تبقي إذا كان البحث ما 1 
1 عن حد أعلى 2 ادف هذه الفترة إذا كان احفاف هذه الفترة إذا كان 
. خا ا لعن س ْ البحث عن حد أدلى ملى * البحث عن جد أعلى عل 


٩ ٠١ جم شکل‎ ٠١ شكل‎ 


يمكن اعتبار اللبحوث التتابمية النوعية فى الأجراء الثلاثة الآنية : 


بحث فترة الغلاث فط INTERVAL SEARCH‏ 013717 سهد 


تقسم الفترة تحت الاختبار إلى أرباع » وتقم الدالة افدفية عدد الثلاث نقط الداخلية على مسافات متساوية » وتحده النقطة الداخلية التى 
تؤدى إلى أفضل قيمة للهدف ( فى حالة الاشتراك اختر إحدى النقط ) » ويل جزء الفترة التى مركزها عند هذه التقطة » والمتكونة من ربعين 
من الفترة الحالية يحل محل الفثرة الخالية . وتوجد ٠١‏ أثماط ممكنة من العينات بما فييا المشتركة » يشل أحدها فى الشكل TD‏ 
انظر المسائل 9١ 45-1١‏ لا, 


وبحث فترة الثلاث نقط هو أكفاً طريقة بحث على مسافات متساوية بالنسبة للوصول إلى تفاوت محدد مسقا بأقل عدد من تقييمات 
الدوال . وهو أيضاً أحد أسهل البحوث التابغية لاستخدام الحاسياث . 


FIBONACCI SEARCH ڌس‎ ig مث‎ 


يكل تتايع فیبوناکس :[. 55 ,21,34 ,13 ,8 ,2,3,5 ,11,1 =۴ أساس أحد أكفاً أساليب البحث التتابعى , ويم التصول 
على كل عدد فى التتابع بإضافة العددين السابقين » باستئئام المددين الأولين » ۴ ؛ 0 الذين يكونان 1 . 


ينشأ بحث فيبوثا كلس يتتحديد أصغر عدد فييوناكسى يحقق © الح عبرت »حيث إن © هى تفاوت عحدد مسيقاً » و [8 ,0] الفترة 
الأصلية ٠‏ كون ۴/(ھ - ط) دع . تقع النقطتان الأولتان فى البحت الى الداخل عدد '>ن_يرتم رحدة من نقط الهاية [8 ,م] » حيث 
إن :بر هو عدد فيوناكس الذى. يسبق يرز . ويمكن أذ التقط الأخرى فى الاعتبار واحدة بواحدة ؛ وتوضع إلى الداخل عدد 
(3,..2- 180 ,2- 2# د ز) ۴ وححدة من أجدد نقطة نباية للفترة الحالية . ( انظر المسألة ٠١‏ - لمع . لاحظ أنه بطريقة 
فيوناكس يكن مقدماً تحديد عدد تقييمات الدوال المطلوبه لتحقيق دقة معينة ‏ وأكثر من ذلك » هذا العدد لايتشمد على الدالة الخاصصة الأحادية 
الفوذج . 


لت 


GOLDEN-MEAN SEARCH  ىبهذلا بحث المتوسط‎ 


ينى بحث فيبوناكس القريب من الكفاءة على ٠٠٠‏ 0.6180 > 1(/2 -1/5) الذى يُعرف » بالمتوسط الذهبى . وتقع النقطتان الأولتان 
للبحث على مسافة (© - 0.6180()8) وحدة إلى الداخل » من التقط النهائية للفغرة الأولية [ط ,ه] . وتؤخة النقط المثالية التالية فى 
الاعتبار » واحدة بعد الأخرى » وتوضع إلى الداحل 0,61801 وحدة » من أجدد نقطة نبائية للفترة الحالية » حيث مل تدل على طول 
هذه الفترة.. انظر المسألة ( ٩ ٠٠١‏ ).. 


CONVEX FUNCTIONS  ةرعقملا الدوال‎ 


تضمن طرق البحث تقريب القبم المثلى الشاملة فى فترة البحث فقط » عندما تكون الدالة الهدفية أحادية الموج . وعملياً .. لا نعرف ما إذا 
كانت الدالة الهدفية أححادية اتموذج فى فترة محددة . وعند تطبيق طريقة البحث فى هذه الخالة » فإنه ليس من المؤكد أنها ستكشف القيمة المثلل 
الشاملة المطلوبة . ( انظر المسألة )1١ - ٠١‏ » ويستثنى من ذلك البراج التى تحتوى على دوال هدفية محدبة أو مقعرة . 


تكون الدالة f)×(‏ مقعرة فى الفترة عى ( محددة أو غير محددة ) » إذا كانت النقطتانت ر× 4 :د ىكل ولكل 1= ۾ ك0 
f(axı + (1~ a)x2) = af (x) + (1~ af (x2)‏ )1۰~( 


إذا كانت ( ٠‏ - 8 ) تتحقق بمعكوس التباينة » فإن (+)ث/ر تكون محدبة » لذلك فالقيمة السالبة للدالة المقعرة تكون محدبة » والعكس 
صحيح . يبين شكل ٠‏ - 4 رسم الدالة المقعرة » وبتحديد الخصائص الهندسية للرسم » فإن المنحنى يقع على أو قوق أحد ممساته . والدرال 
امحدبه أو المقعرة تكون أحادية الموذج . 
نظرية ٠١‏ ل ٤‏ : إذا كانت (*) [تفاضل مرتين فى کک » فإن(*)/ تكون مقعرة فى فى إذا كانت فقط 2:0(*)”م لکل قم × فى 
ک » وتكون محدبة إذا كانت فقط 0ع (جع)"م/ لکل قم × فى ى 
نظرية ٠١‏ --©: إذا كانت ()يم مقعرة ف. كق فإن أى حد أدفى لی فی کو يكون حداً أدنى شاملاً فى فى . وإذا كانت (ه)/ 
محدبة فى قق. ٠»‏ فإن أئ خد أدلى على فى فى يكون حداً أعلى فی کی 


2 








f(x) 
af(x)+ (1~ «)f (x2) 


fax + (1~ axa) 


4-1١ شكل‎ 


~A ~— 


إذا كانت نر ٠‏ مس © ) تتحقق بمتباينة محددة ماعدا عند 1 > بم » 0= بي » فتكون الدالة مقعرة بالتحديد . مثل هذه الدالة تكون 
ها مشتقة ثانية موجبة محددة » وأى حد أدلى على ( وبالتالى شامل ) يكون أحادياً . وتتحقق النتائج المناظرة للدوال اللحذية المجددة ٠.‏ 7 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


z = x(5r — x) on [0, 20] تظم‎ 4-۰ 


هنا (N) = x(a»)‏ متصلة و ×2 - 57 =(«»)'؟ . وبتعريف المشعفة لأى مكان » جحدث الحد الأعلى الشامل فى 
[0,20] عند النقطة البائية 20 = × 07 0 > د أو عند نقطة ساكنة » حيث |0 =(ي) "م . نجد أن 5#/2 =× هى 
النقطة الساكنة الوحيدة فى [20 ,0] .٠‏ بتقييم الدالة الحدفية عند كل من هذه النقط نحصل على الجدول : 


3 0 52 20 


8584 6169 0 | جار 


ونه تستمج أن وررو د #يد 6 61.69 كر 


z = |x?—8| on [~4, 4] تعظم‎ - ۰ 


هنا 
8 عد بر 8-خير 
8 برع 8ل 2 li‏ نما رما 
x 8 VES x‏ 
دالة متصلة عند 

2x x <8 

23/8 بد > هايح ار 
VE<x‏ 2% 


لأتوجاء المشعقة عند 23/8 > بر وتكون صفرية عند 0= × ء وتكون كل الثلاث نقط فى [4 ,4-] . وبتقيم الدالة المدفية 
عند كل من هذه النقط » وعند نقطة الباية ±4 = بر نكون الجدول 


0 4 ~8 0 VE 4 





f} 8 0 8 0 8 


ومته فستتتح أن المد الأعل الشامل فى [4 ,4] هو 08ج » والمفترض أن يكون عند البلذث نقط ‏ 4+ = "بر 


و 0= *ي» 
- 1۳4 - 


م 


f~ 


6 9-هم 


تصغير (+)/- 2 فى [0,1] »> حيث 


mf 5 


1 >> ع >0 


لاتنطيق النظرية ١ . ٠١‏ إذا كانت الدالة غير متصلة فى الفترة المذكورة » ا فى هذه الحالة . وف الحقيقة لايوجد أى حد أدفى 
على أو شامل هذه المسألة , حيث تفترض الدالة اختيارياً قيماً صغيرة موجبة » وليست قيماً صفرية . 


( 2 1) ع ے ے2 ع = f)‏ 


وتعرف لکل قم بداء وتخنفى فقط عند 1/5 = بر . وحيث إن × غير محددة » فتكون قم الدالة المدفية عند النقطة 
الساكنة 1 


09 ع وده - 0/2 1ع 
يجب أن تقارن بالقيم اللهائية ل (:60 معل = < × , التى تكون صفراً فى كلتا الحالتين . وبتسجيلى هذه التتائج 


x xX موس‎ -1N3 1/2 Xx+ 0 


f(x) 0 -0,429 9 0 


نرى أن الحد الأعلى الشامل يوجد عند 1/172 - *بر 2 ويكون 9 = *2 


z = x sin 4× تصغير [0,3] مهم‎ 


حيث تعرف فى أى مكان . ومعادلة النقط الساكنة 


هنأ بره وو ×4 + ×4 sn‏ =( )م ^ 


sin 4x + 4x cos 4x = Û 


لايمكن أن تخل جر ولذلك فلا يمكن تعزيف النقط الساكنة بدقة فى[3 ,0]. ومع ذلك ١‏ فى حنة الدوال لمسيطه كهده 

الدالة » فإن جزمًا كبيراً مكن أن تعلمه من الرسم فى شكل ( Ns‏ ) . من المشاهد أن النقط الساكتة تتبادل مع لأصمار فى 
(*0/ ( نظرية رول ) » والتى نكون أصفاراً فى ب4 زي . الحد الأدنى الشامل (×)/ يجب أن يبقى فى الفعرة الأصغر 
(7/8,3] » بمعنى 


2.75 > .* >3 


- £ 


لأن هذه هى النطقة التى تضرب فيا القم السالبة ل sin 4x‏ بأكبر قيمة موجبة ليد . وبعمل التقيع 


1 »/8(- 1 2 )-1( - -5 
fO)= 3 sin 12 = -1.61 


نستنعج أن الحد الأدنى الشامل يحدث عند الحد الأدنى الحلى الثانى ف (ج)م ٠‏ وبالقرب من 77/8 = × » وليس عند النقطة 
البائية 3= × 






4 ازو = ر ^ 


9 - ٩۰ شکل‎ 


. استخدم بحث فترة الثلاث نقاط لتقريب موقع الحد الأدفى الشامل ل ينك هله عد > (66/ ن [0,3] ماحل 001 =ء‎ ٩ - ٠ 


كنتيجة للتحليل بالرسم فى المسألة ٠‏ - ه ء نحدد الانتباه إلى الفترة الأصغر [3 ,17/8 » فيحدث الحد الأدنى الشامل فى 
هذه الفترة الأصغر » وتكون الدالة هنا أحادية الفوذج . 


امخاولة الأولى : بقسمة [3 ,7۳/8 إلى أرباع . تأخيذ 2 - ود 4 2.8744 عد يد 2.8117 ع رب كثلاث نقط 
داخلية ونحسب : 


f(x) = x, sin 4x1 = 2.8117 sin 42.8117) = ~2724 
f(x) = x2 sin 4x = 2.8744 sin 4(2.8744) = ~2. 5197 
fxs) = x3 sin 4x = 2.9372 sin 4)2.9372( - - 6 


وهنا دنا هى النقطة الداخلية التى تؤدى إلى أصغر قيمة ()7؛ لذلك نأخذ جزء الفعرة ذات ال ركز فى اللا 
وبالتحديد [2.8744 ,177/8 » كفترة جديدة مرغوب فما . 


اغاولة الثانية : بقسسة 28744 ,7/8] إلى راع صل عل 
0 - وبر ,2.8117 > ربد ,2.7803 = x4‏ كثلاث نقط داحلية لهذه الفترة . لذلك 


هت 


f(x) = xe sin 4x = 2.7803 sin 4(2.7803) = ~2754 
f(x) = ~2.7234 (as before) 
f(xs) = xs sin 4xs = 2.8430 sin 4(2.8430) = ~2.6439 


من هذه النقط الداخلية × تؤدى إلى أصغر قيمة ()/ ٠‏ لذلك نأخذ الفئة الأصغر المركزة فيها 
[7#/8,2.8117] كفترة جديدة . 


امحاولة الثالثة : نقيم [7#/8,2.8117] إلى أرباع عند 2790 x= 2.7646. x= 2.7803 x=‏ 
كثلاث نقط داخلية » ولذلك 


f(xe)= O) 4x = 2.7646 sin 4)2.7646( - -1 
f(x) = —219584 (as before) 
f(7) = x sin 4xڊ‎ = 2.7960 sin 4(2. /960) = - 2.7465 


وهنا × هى النقطة الداخخلية التى تؤدى إلى أصغر قيمة للدالة الهدفية ؛ فتكون الفترة الجديدة المرغوبة هى 
الموجودة بمركزها , بالحديد [2.7803  ]7*/8,‏ . 
الحاولة الرابعة : نقسم (2.7803 ,177/8 إلى أرباع عند 4 تح ونة ۾ 2.7646 = 6× )6 2:7567 = وړ كثلاث 
نقط داخلية جديدة ء وا الآن 1 


54- - (4)2.7567 هأة 2.7567 > وبذ4 f (xs) = xs sin‏ 
(as before)‏ 2.7591- > (مج) / 
02- - (4)2.7724 هذ 2.7724 - وده هذه وعد > (و2) / 


وحيث إن «× هى النقطة الداخلية التى تعطى أصغر قيمة ()۴ » تأخذ الفترة الجزئية ذات المركز عند واد 
بالتحديد [2.7803 ,2.7646] كفترة جديدة » ونقطة المنتصف هذه الفترة » مع ذلك » تقع داخل التفاوت 
امحدد مسبقاً 0.01 - > لكل النقط الأحرى فى الفترة » ولذلك فإننا نقبلها كموضع للحد الأدنی » آى 
أن : 2.7724 = وبر = ٣بر‏ عند 2.7602- = (وی)ار= "2 ۰ 


» = 1 س ۷ استخدم بحث فيرة الثلاث نقاط لتقريب الحد الأعلى فى (» - 5#)× =(×)؟ فى الفترة [20 ,0] داخل‎ ١ 
أن (×)؟ تكون محدبة » وبالتالى أحادية الموذج فى‎ 4 - ٠١ خیث 2>0- 2(:)"/ فى أى مكان ينتج من النظرية‎ 
. لذلك يؤكد بحبث فترة الثلاث نقط الاقثراب من الحد الأعلى الشامل‎ . 10, 20[ 
لمخاولة الأولى : بقسمة (20 ,0] إلى أرباع نحصل على 15 ح ويد ,م 10 ح يبر .5ع ريد كثلاث نقط داخلية . لذلك‎ 
 )دعد( ح- (5 - ج5)5 > (يعر - ج51)رعد ع‎ 4 


f(2) = x2(5r — x2) = 10)5- 10( ع‎ 8 
f(x) = xs(5# — x) = 1557 ~ 15) = 10.62 


حيث وند هى النقطة الداخاية التى تعطى أكبر قيمة للدالة الهدفية » نأحذ الفترة [15 ,5] التى م ركزها 
عند رير كفترة جديدة . 


=> 


اماولة الثانية : نقسم [5,15] إلى أرباع عبد 5 2 وير » 10 <يج 75 وه كنقط داخلية . لذلك 


[ (مند - 58)م« > (مع)‎ - )7.5()5- 7.5( 61.56 
f(x2) = 57.08 (as before) 
f(xs) = xs(57 — xs) = (12.55 ~ 12.5) = 40.10 


وحيث ×٠‏ هى النقطة الداحلية المؤدية إلى أكبر قيمة (+اتر» تأخذ الفترة ‏ [10 ,5 التى مركزها 
Xa:‏ كفترة جديدة . 


الحاولة الثالئة : نقسم [5,10] إلى أرباع عند 8.75 م م 7.5=هx‏ 625 م كفترة جديدة . لذلك 


f(xs) = (6.2557 ¬ 6.25) = 59.11 
f(xa) = 61.56 (as before) 
f() = (8.7557 ~ 8.75) = 60.88 


حيث تؤدى مد إل اکر ة قيمة ك( » نأحذ الفعرة [8.75 ,6.25] ٠‏ الثى م ركزها عند ملا 0 كفترة 


جديدة . 


احاولة الرابعة : بقسمة .[625,8.75] إلى أرباع » نوجد 8325 مد م ×x=75‏ 6.875 =× كتقط داخلية 


جديدة . لذلك 


f(xs) = (6.8755 - 6.875( ح-‎ 3 
f(x) = 61.56 (as before) 
f(x) = (812557 — 8.125) = 61.61 


والآن وند هى النقطة الداخلية التتى تعطى أكبر قيمة للدالة المدفية , تأخط الفعرة الأصغر عند المركر « » 
وبالتحديد 1537| كفثرة جديدة للاعتبار » و مع ذلك تقع نقطة المتتصف هذه الفترة داخخل التفاوت 
الحده مسبقاً 1 عع من كل النقط الأخرى فى الفترة » ومن ثم تأخحذ 


8.125 = وبر = 


عند 61.61 ع (وبر)ر عه دج 


۸-٠١‏ حل المسألة ٠١‏ 7 مرة أخرى باستخدام بحث فيبوناكس 
النقط الأرلية علد فیبوناکس الأول » بحيث إ3 20-0 <(8:0 ہو 21= رع نضع وےپر› 





eT 


موقع النقطتين. الأوليين فى البحث 


Fee' = 13(0.9524) = 12.38 units 
إلى الداعل من كل تقيطة نهائبة . وبالتالى‎ 


2 = 12.38 - 20 = ±2 8 -12,38 +0 در 


f(x) = (12.3857 — 12.38) = 41.20 
f(x) = 0.6257 - 7.62) = 61.63 


è 
أ ) . باستخدام حاصية الفوذج الأحادى » فإننا نستنتج أن احد الأعل يحدث إلى اليسار من‎ ( ٠ - ٠١ والثى ترسم فى الشكل‎ 
. ٠ ]0,12.38[| ونختصر الفترة الى‎ » 12.38 
الحاولة الأولى : عدد فيبوناكس الأصغر التالى ( »۴ كانت آخر قيمة مستخدمة ) هو 8 =۴ ؛ وبالالى توقع النقطة التالية‎ 
فى البحث‎ 


وحدة 7.619 = (8(0.9524 = Fse'‏ 
إلى الداخل من أجدد نقطة نبائية.12.38لذلك 


1 - 7.619 - 12.38 ح وير 
f(x) = (4.761)(57 — 4.761) = 52.12‏ 


بإضافة هذه النقطة إلى الجزء الموجود فى الشكل ٠١‏ 5 (أ) نوجد شكل 5-1١‏ ( ب )2 ومنه 
نستئتج أن الحد الأقصى يجب أن يحدث فى الفترة الجديدة [12.38 ,4.761] 
انخاولة الثائية : عدد فيبوناكس الأصغر التالى الآن هو و يس . لذلك 
xa = 4.761 + Fae' = 4.761 + 5)0,9524( 9.523‏ 
f(x) = (9.523)(Sr ~ 9.5231 = 58.90‏ 


بإضافة هذه النقطة إلى الجزء الموجود فى الشكل ٦ ٠١‏ ( ب ) » نحصل على الشكل ٦‏ س ٠١‏ ( ج ) » 
ومنه نستبتج أن الفترة الجديدة هى [9.523 ,4.761] 


الحاولة الثالثة : عدد فيبوناكس الأصغر التالى هر ا3 درم . ومن ثم 
6.6 = (3)0.9524 - 9.523 ح وير 


7 ح- (6.666 - ج6.666()5) > (25) /[ 


بإضافة هذه النقطة إلى الجرء الموجود فى الشكل ٠١‏ 5 ( ج ) نحصل على الشكل 5-١‏ (د)» 
وينتج من خخاصية الموذج الأحادى أن الفترة الجديدة هى [9.523 ,16.666 


الحاولة الرابعة : عدد فيبوناكس الأصغر التالى الآن هو 2 ديع . ومن ثم 


x = 6.666 + 2(0.9524( = 8.51 
f (xe) = (8.57157 ~— 8.571) = 61.17 


NES 


بإضافة هذه النقطة إلى الجزء الموجود فى الشكل ٠١‏ ب " ( د) نحصل على الشكل 5-٠١‏ (ها)» 
ومنه نستنتج أن [8.571 ,6.666] هى الفترة الجديدة . ومع ذلك منتصف هذه النقطة يقع داخل ,1 عي 
( فى الحقيقة داخل 0.9524 -“» ) من كل نقطة أخرى فى الفترة . ( نظرياً يجب أن تنطيق نقطة 
. التعصف مع دن ؛ والاختلاف البسيط الواضح يننج من التقريب ) ٠‏ ولذلك نقبل +× كموقع الحد الأقصى » 
بمعنى 


762 در = ۹ل 


عند 61.63 = (ری) f‏ = 2 
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حل المسألة ١:‏ - 7 مرة أخرى باستخدام بحث المتوسط الذهبى . 
النقط الأولية . طول الفترة الأولية هو 0ن -,., ؛ لذلك توقع النقطتين الأوليين فى البحث 


وحدة 12,36 - (0.6180()20) 
للداحل من كل نقطة نهائية . لذلك 


xı = 0+ 12.36= 16 ×2 = 20- 12.36 = 7.64 
f(x) = (12.36(5 — 12.36) = 41.38 
f(x) = (7.6457 ¬ 7.64) = 61.64 


ولتق (()؟.د) » ((:*)/,:*)' قريية جداً من النقط المبينة فى الشكل ١ - ٠١‏ ( أ ) . وتصج من خاصية الموذج 
الأحادى أن الحد الأعلى يجب أن يحدث إلى اليسار من 12.36 » ومن ثم تبقى [12.36 ,10 هى الفترة الجديدة . 
انخاولة الأولى : الفترة الجديدة طولها 12.36 =1 ٠‏ ولذلك فإن النقطة التالية فى البحث تقع :0.61801 وحدة إلى 
الداخل من أجدد نقطة نبائية . لذلك . 


x3 = 12.36 - )0.6180()12.36( - 2 
f(x) = (4.72257 — 4.722) = 51.88 


وبإضافة هذه النقطة الجديدة يستعمل الشكل ٦ - ٠١‏ ( ب )» ومحصل على [4.722,12.36] كفترة 
جديدة . 
الحاولة الفالية : 7.638 =12.36-4.722 =1 لذلك 


x4 = 4.722 + (0.6180)(7.638) = 9.442 
f(x) = (9.4425 — 9.442) = 59.16 


ویصبح الشکل کا فى ۱۰ - ٦‏ ( ج ) » ومنه نستنتج أن [4.722,9.442] هى الفترة الجديدة . 


الحارلة الاللة : 4.720 = 4.722 - 1.=9442 لذلك 


6525 > (0.6180()4.720) - 9,442 ع وير 
92 - (6.525 - 6.525()5) - (وع) / 


ويصيح الشكل هو 5-7١‏ ( ذ)ء ومنه نستحج أن [6.525,9.442] هى الفيرة الجديدة . 
الحاولة الرابعة : 2.917 > 6.525 -9.442 -وة 2 ومن ثم 


28 - (0.6180()2.917) + 6.525 عوبر 
6 - (8.328 - 8.328()5) ع (وند) ‏ 


بهذه النقطة الجديدة نصل إلى الشكل ٠١‏ - 5 ( ه )ء ونجد أن [8.328 ,6.525] هى الفترة الجديدة . 


ت 


لاحظ أن طول هذه الفترة الجديدة يقل عن 2 > ع2 ء ولكن التقطة العينة امحتواة 32 لاتقع داخعل > لكل 
النقط الأخرى ف الفترة . لذلك فإن محاولة آخرى تكون مطلوية . 


المحاولة اخامسة : 3 = 6.525 -8.328 =1 . لذلك 


x, = 8.328 - )0.6180()1.803( - 4 
f(x) = (7.21457 — 7.214) = 618 


هذه النقطة الجديدة تير [8.328 ,7.214] = [× ,«»] كفترة جديدة . ومع ذلك فالنقطة الداخلية 
4 2 تكون داخل 6-1 لكل النقط الأخرى ف الفترة . لذلك نأخذها كموقع الحد الأقصى » 
بمعنى 


64 ح يبرح *بر 


عند 61.64 > (وب)ر 0ج 


. ]0,20[ فى‎ x) - ×( قارن كفاءة طرق البحث الثلاث فى تحديد الحد الأقصى‎ ٠١ - ٠ 


جحت كل طريقة فى تقريب موقع الحد الأقصى .7.854 = 5/2 = * إلى داخخل 1 > » م هو المطلوب . وكان بحث 


٤ 


فيبوناكس هو الأكفاً ( انظر المسألة ٠١‏ - 8 ) وتحقيق الدقة الطلوبة بستة تقييمات للدوال . ويتطلب بحث فيرة الثلاث قط 
( انظر المسألة ٠١‏ - ۷ ) وبحث المتوسط الذهيى ( انظر المسألة ٩ - ٠١‏ ) تسعة وسبعة تقييمات للدوال على التوالى . 


1= حل المسألة ١ - ٠١‏ مرة أخرى بدون تقبيد الفترة ]3 ,0{ من البداية بفترة أصغر تكون الدالة فيا أحادية الموذج . ناقش 


بتطبيق بحث الفعرة ذات الثلاث نقاط على به دنو × > («)كر فى (0,3] مباشرة » نوجد بالتتابع مدخحلات ال لجدول 
١-٠١‏ . ويتبع ذلك أن 
1 م ° 


عند 1.20354- = ( )ر ۴ے 


واضح من شكل ٠١‏ - ه أن طريقة البحث قد اققرنت من الحد الأدنى امحل بقرب 8 ٠»‏ وليس للحد الأدنى الشامل 
فى [0,3] الذى وجد ف المسالة 5-٠‏ . وكانت ستحدث نفس النتيجة إذا طبق بحث فريوناكس ء أو بحث المتوسل 
الذهبي للفترة الكلية [0,3] . 


>> ايا جد 


٩ - ٩۰ جدول‎ 







































0,3] 0.1058 ~0491 0.9273 
0.75, 2.25 -1.10 -91 1759 
{0.75, 15] -05358 - 0 -1.126 
{1.125, 1.5] -1203 -1.126 - 1 
[1.125, 1.313] -1172 -03 -9 
[1.172, 1.266] -3 -3 -01 
[1.196, 1.243} -1.199  -120272 a 4 
[1.219, 1.243] -1.20354- 68 





{1.225, 1237] 
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۷ - ٩۰ شکل‎ 


~~ NEA 


ديرق e-2‏ ديرق 
١7 - ٠‏ استنتج طريقة بحث فيبوناكس ١‏ 9 3 


إذا كانت آخر فترة تحت الاعتبار برق أكير مايمكن , فإ تحتوى على تقريب إلى الأمثلية الحلية الناسبة داخل بم اع 
رجب أن ترتع تقط اليحث الى أوجدت هذء الفترة كا هو مين بالأسهم فى الشكل ٠ - ٠١‏ (1) . وتقطة التي له 
الفترة هى التقريب النهاقٌ . والآنن :- مق نفسها يمكن الحصول عليها من الفئرة الأكبر .بدك بحذف الجرع من الفترة الأمكبر بناج 
على خاصية أحادى اتموذج » ويتضمن الشكل 7-٠١‏ (أ) دالة أحادية'الموذج اختيارية » 2ہک يجب أن يكون لها 
کل الال کا ل شكل ٠١‏ = ۷ ب ) ء حيث تدل الأسهم ‏ مرة أعرى على موآقع تلط اليحث أو القط الباية انرم 
الأصلية . وبحدف إما ثلث الطرف الأمن أو ثلث الطرف الأمسى من الشكل (7-٠‏ ب)ليؤول إلى الشكل ٠١‏ - ۷ 
(). ومع ذلك .. فإن الشكل 0-1١‏ وب) هو نقسه نتيجة إضافة نقطة بحث واحدة . وقبل إضافة هذه 
النقطة ‏ رربو عب أن تكوث من صورة الشكل 7-٠١‏ (ج ) ء أو كا فى الشكل. 7-55٠‏ وو) / 


يمكن الحصول على تدك من الفترة الأأكبر دا« بحذف جزء من الفترة الأكبر بنا على خخاصية الموذج الأحادى , 
وليعضمن الشكل ٠١‏ ۷( ج )او ا۷ری رى يجب أن تأخذ الشكل ٠١‏ - 8( ه ) . ويجب حذف أى من 
اف الاسر من رة لامر ٠‏ و الطرف الین من اتر الأصغر من الشكل ٠١‏ ۲( ع ) وی و١‏ وع ا و 
7-٠‏ (ه ) هو نتيجة إضافة نقطة بحث .. وقبل إضافة هذه النقطة ف يجب أن تكون قد آخذت الشکل ٠١‏ - ۷ 


(و) أو الشکل ۷-٠١‏ (رز) . 


بالاستمرار فى هذه الطريقة» وبالتعبیر عن طول رک 7 با نجد أن L-1 = 2e Ln-a>5 3e" Ln-ã= Se‏ 


Ln-s= 13`‏ 8 1-4 وهكذا. وحيث إن المعاملات جزء من تنابع فييوناكس نحصل على 


)١( Ln-ı = Fae’ Ln-2= Fse' A "بوط ع ررق‎ L, = Fne' 


ولكن × تخعار » محيث إن م -ط ح "هيو . لذلك ,1 هى الفترة الأولية » ونكون قد وصانا إلى خخطوات بحث فيبوتاكس 
( بطريقة معكوسة ) . 


٠‏ - 39 استنتج طريقة يحث المتوسط الذهبى 


مب )١(‏ فى المسألة ° مي مط Fre‏ = وإذا كانت يزكبيرة تعطى المسألة ١6‏ بدي 


L2 ا و عد لحلا ے‎ 
Ll Fn Nae FN 


Fu! < 0,6180. 


Lam oii ol.‏ وجشابه الأسباب ٠‏ وحيث نايار جيرة ؛ فإن نفس التقريب يفجحقق لأ فترتون تين فى بحت 
ايناكس ء بمعتى أن 1-6 0.6180 سد م4؛ وهى العادلة التعريقية لبحث المتوسط الذهبى . 


184 ¬ 


١54-1٠ 
0 ~1۰ 
15-6 
AV — 1۰ 
A ~ 1۰ 
14 ~ 1 
fo =4 
SD 
Y~ 9 
fF ~ 8 


مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


أوجد الأمثلية المحلية والشاملة ل 6+ ×9 + ×6 - f()= x?‏ فى .]5 ,1-[ (a) [0,3], (b) [1,4], (e)‏ 


<“ [0,2] (o) < [0,3] (Î) dû f(x)= x—4x? + 6x -4x+1 J أوجد كل الأمغلية' الحلية والشاملة‎ 
۰ ]0,( (ج)‎ 


أوجد كل الأمثلية امحلية والشاملة ل '-د + بر + (*)/ فى () (0,8) (١‏ ب ) (5,0-) (١‏ ج [5,10] ( ملحوظة : 
فى الأجراء () » ( ب ) 0 - »ا تعامل كنقطة ائية غير محلددة ) . 


بين أن 6+ برو +2برم ‏ ثير - (ج)ر هى محدبة بالتحديد فى (2,«ن) , ومقعرة بالتحديد فى (2,8) . 
حدد الفترات التى تكون فيا "×4 + × > ()ثر محدية أو مقعرة . 


استخدم بحث الفترة ذات الثلاث نقط للتقريب الى داخل 0.1 --» موقع الحد الأدنى الشامل فى [0,2) » فى الدالة بالمسألة 
٠۰‏ - ۱۸ ( ملحوظة : استمر کا لوكانت الفترة [0,2] ) . 


قرب موقع الحد الأعلى الشامل فى [# ,0] ل × ”× =(»)/ باستخدام بحث الثلاث نقط للفترة غير الحددة بخمسة 
تقيبمات للدوال ( بمعنى بحث الخمس نقط ) . ماهى جودة هذا التقريب 5 


أعد حل المسألة ١9-٠١‏ باستخدام بحث فيبوناكس 


أعد حل المسبالة 7٠١ - ٠١‏ باستخدام بحث فيبوناكس ( ملحوظة : مجموع بحث الخمس نقط يتطلب أن النقطتين الأولين 
توضع “عت للداخل من النقط النبائية للفترة الأصلية . لذلك 20-6 لتحديد “6 ). 


أعد حل المسألة ١4-٠١‏ ببحث المتوسط الذهبى . 


. بيحث المتوسط: الذهبى‎ ٠١ - ١ أعد حل المسألة‎ ۲4 - ٠١ 


١‏ - ۲86 ين أن الحد رقم .م ف تتابع فيبوناكس هو 


ج - ]× 


( ملحوظة : تحقق من أن الاصطلاح الرياضى المعطى يحقق العلاقة الرجعية والشروط الأولية ) 


۴١ - ٠١‏ من المسألة ٠١‏ - م؟ اشيق 


1 
tim zl = کن‎ = 0.6180۰“ 


Nee Fh 


~~ وماد 


الفصل اخادی عشر 


البرمجة غير الخطية : أمغلية متعدد المتغيرات بدون قيود 


Nonlinear Programming: Multivariable 
Optimization without Consîrainis 


سسحنوى هذا الفصل كثاً على تعمع ثائج الفصل العاشر للحالات فاث أكار من متف » ولكن الماظرة فقط ل ( .1 2 ى . 


(1-11) $ 5 [x x, ..., [7 حث لن‎ z= ( أمثلية‎ 


حم وال ومس للاراء 9 ٠ ) 5 - ٠١‏ اإاقة إل قاع .. تفرش هاا أطي فى 89 - ١‏ ) فكو ميم ومين مم 
النتائج على برام التصخير إذا استبدلت 609 + وميرب انظر المسألة وان ووسم, 

LOCAL AND GLOBAL MAXIMA nll ادود العظمى اغلية‎ 

قعريف : الجوار (0 < )٤‏ حول ي » هو مجموعة كل المتجهات ر ١‏ بحيث إن 


(DT (GB) = (x= A+ (xar RF + ...+ (x ~a 5€? 


بالتعبير بالحندسة التحليلية » يكون الجوار ي حول ج هو المداخل والحدود لكرة متمددة الأبماد نصف قطرها e‏ ومركرها». 
والدالة الهدفية (06/ الا حد أعلى على عند 36 إذا وجد جوار » حورل ج ب ميثلك 0070م لكل قم 
6 فى هذا الجوار' > الذى تحدد فيه الدالة . وإذا تحقق الشرط لكل قيمة موجبة € ( ليس المهم القيمة نفسها ) ٠‏ فإن () ۶ يكون لها 

حد أعلى شامل عند © . ١‏ 

GRADIENT VECTOR AND HESSIAN MATRIX المعجه المتدرج ومصفوفه هسى‎ 


المتجنه المتدررج ۴ الرتبط بالدالة ‏ (ريد,. .. يوب يرجم الذى تعرف له المشتقه الجرئية الأولى 


Wf = [& 4 ZT 


êx êx? مدق‎ 


والتمير يام يحفق قيمة التدرج عند ر لأى إزاحة صغيرة من # فى الانجاهات الخعلفة , واتجاه أعلى زيادة ف (ج) ٠ر‏ هو اتجاه الج 
9,8 . انظر للسألة ر ~١١‏ ب , 


= ىاه 


مدال ١ - 1١‏ ل (تعوّع - يجاعة - زم روم ,مر مع ١‏ 1,2,3[7] 8-2 


6 
vf =| 3x7 - 2×× 
3×3 


7 271 )60 
حيث إن | 105- |- np‏ 
108- 30202032 


لذلك , عبد ”[11,2,.3 » تزيف الدالة بسرعة ف الاتجام ”[108- ,105- ,12] . 


ومصفوفة هس المرتيطة بالدالة (ند,. . . ررد ررب)/< التي لها مشتقة جزئية ثانية تكون 


= [3| j= 12...) 


0x 0¥ 


والتعبير إ8 مقق قيمة الصفرفة هسى عند ج .وكإعداد للجدول ۱۱ - ٤‏ » ۱۱ - ه بأسفلى » سنحماج الآتى : 
تعريفب : المصفوفة الماثلة اه ۸×١‏ (جيث إن تج = ) تكون سالية مؤكدة ( سالبة نصف مؤكدة ) إذا كانت 
×۸ سالبة ( غير موجبة ) لكل متجه ذى أبعاد « 0 ا 


نظرية ١-1١‏ دع [رم] كم لكون مصفوفة متائلة ×2 . وحدد الحددات 


@ı3‏ 2412© 1ك 
A‏ 22© 2621 


adı @ 
A= lanl A= - | 1 Ag+ 
031 @ı2 Q33 


A, > )- 17“! هعمل‎ 
dan dn = (1 de 








فتكورن لك سالبة مؤكدة إذا كانت فقط ب ... د4 4١‏ كلها سالبة » وتكون 4 سالبة نصف مؤكدة 
إذا كانت فقط » )١>7(‏ .4 ,... ره ره كلها سالبة » وعناصر ۸ الباقية تون صفراً . 


١ - ١١ لدالة المثال‎ ۷ - ١۹ مال‎ 


6x2 6x, 0 
Hr= | 6x, ~2x3 - ودود‎ 


6~ ×= 0 
0 6 12 
حيث |108- 54- 6 Hfjs=|‏ 
72- 108- 0 
له 12<0 درف وإيقة بحيث إن ,هو لا تكون سالية مؤكدة أو حتى سالبة نصف مؤكدة عبد ج . 


جهو سا 


النعائج من التفاضل والتكامل RESULTS FROM CALCULUS‏ 

نظرية 99 - ؟ إذا كانت (06/ متصلة فى منطقة محددة مفلقة , فإن (06)كر يكون لها حد أعلى شامل ( وحد أدنى شامل 
أيضاً ) فى هذه المنطقة . 

نظرية 14 - ۴ إذا كانت ۴)K(‏ لها حد أعلى محلى ( أو حد أدنى بلى ) عدا. *٭ ء وإذا كانت ۷f‏ توجد فى بعض الجوار » 
حول *لا ‏ فإ 0-سم|/9 

نظرية 99 - 4 إذا كانتت (K)؟‏ ا مطتقة جزئية ثانية فى الجوار » حو', *× ٠‏ وإذا كانت 0 = |/¥ + عرارقة 
سالبة مؤكدة » فإن (30)م يكون لما حد أعلى محل عند ميو . 


يتبع من النظريات ١١ , 7-1١١‏ - ” أن (36)/ متصلة » ويفرض الحد الأعلى الشامل لها بين هذه النقط التى لا توجد عندها 
۷f‏ ء أو التى عندها 0 دم ( النقط الساكنة  )‏ إلا إذا فرضت الدالة قيمأ أكبز مثل ده جر . فى الخالة الأخيرة » 
لايوجد حد أعلى شامل . ( انظر المسألة )1١ - 1١١‏ 


والحلول التحليلية امبنية على التفاضل والتكامل من الصعب الحصول عليا للبراج المتعددة ارات » عنها فى حالة اراج المفردة المتغيرات » 
لذلك » مرة ة أخرى » تستخدم الطرق العددية لتقريب الحدرد العليا ( الحلية ) فى حدود تفاوت مُوصف . 


THE METHOD OF STEEPEST ASCENT  درعمص طريقة أقصيى هيل‎ 


٠‏ اخترمتجهاً أولياً مكلا » واستفد من أى معلومة سابقة لمعرفة أين يجب أن يوجد الحد الأعلى الشامل المطلوب » ثم حدد التجهات 
٠.٠‏ وك 2× ,¥ بالعلاقة التكرارية . 


Kas = Ke + Af Vflx,‏ (051- ك2 


وهنا 44 تكون كمية قياسية موجبة تعظم أ۷ ۸ + »)۶ ؛ ويحل هذا البرناج ذو المتغير المفرد بطرق الفصل العاشر » ويكون 
الأفضل إذا مثئلت 5 حداً أعلى شاملاً ؛ ومع ذلك ؛ فإن الحد الأعلى امحلى يقوم بذلك . وتنتهى عملية التكرار حينا يكون الفرف بين فم 
الدالة الهدفية عدد متجهين :3 مغاليين أصغر من تفاوت مُوصف » ويصبح آخر متجه محسوب ل هو التقريب النبالى ل * ( انظر 
المسائل 4-1١‏ ١١-ه١).‏ 


طريقة نيوتن سل رافسوة  THE NEWTON-RAPHSON METHOD‏ 
اختر متجهاً ابتدائياً رر )ا فى طريقة أقصى ميل صعود . تحدد المتجهات ... وك دك ,]1 بالتكرار بواسطة 


AN Kes = X, ~ (Hylx V/s, 


وقاعدة الإيقاف هى نفسها كا فى طريقة أقصى ميل صعود . ( انظر للسائل ۱١‏ - ۸ء .)١ - ١١‏ 
وتقرب طريقة نيوتن ‏ رافسون إلى الحد الأعلى امحل إذا كانت ,83 صالية مؤكدة فى بعض الجوار م حول الحد الأعلى . وإذا كانت 
ملا تقع فى هذا الجوار م . 


ملاحظة ١‏ : إذا كانت ,8 سالبة مو كدة » 3471 توجد وسالبة مؤكدة » إذا لم تخر و صحيحة » فإن الطريقة يمكن أن تقرب إلى حد 


أدنى يبل ( انظر المسأله 1١‏ - ٠)ء‏ أو قد لا تقرب على الإطلاق ( انظر المسألة ٠١‏ - 4 ) . وفى أى حالة تنتبى العملية التكرارية وتبدأ 
من جديد بتقريب أولى أفضل . 


6 ١ لات‎ 


THE FLETCHER-POWELL METHOD  ليوب‎  رشتلف طريقة‎ 


هذه الطريقة » ذات ثمانية خطوات ء تبداً باخنار متجه أولى ا ء وتحديد التفاوت © ء وإنشاء و »اير مصفوفه 6G‏ 


مساوية للمصفرفة الأحادية . فإن كلا من 6 ج تعدل باستمرار حتى يكون الاختلاف بين قيمتين للدالة الهدفية أقل من بم » 
حيث تؤخذ القيمة الأخيرة من ج ك *× 


الخطوة ١‏ 
الخنطوة > 
الخطوة * ؟ 
الخطوة > 


کے 
چ 
ع 


` انشء <« > x*=‏ < 8 -(*8)/ ثم 
:قم هإ/9 - 6 للمتجه المعدل چ وانشىء 6-٣]‏ =۷ 
؛ احسب المصفوفات 7< ير 


B= Vfls+ a= f(&) قم‎ ١ 
5= ۸*68 تكون حداً أعلى » حيث حدم انلثىء‎ f(X+ AGB) حدد *م بحيث إن‎ +: 


اجعل (2+1 كتقيمة معدلة من ل 


: احسب (#)رح م للقيمة المعدلة من ج . إذا كانت »> © - 8 », فاذهب إلى الخطوة ه ؛ وإذا لم تكن 


كذلك » فاذهب إلى الخطوة 5 . 


توقف . 


L= (gy) 3 M= ) 


١‏ اجعل 4 +1 + © كتيمة معدلة قى © » واأنشىء » مساوية القيمة الجالية من 8 .م مساويه القيمة الحالية 


من م »ء ؤارجع إلى الخطوة ۲ . 


بحث مط هوك — ف HOOKE-JEEVES’ PATTERN SEARCH‏ 


هذه الطريقة هى طريقة بحث مباشرة » تستخدم الفح ر كات الاستكشافية » والتى تحدد اتجاهاً مناسباً » وكذلك تحركات مط » والتى تعجل 
البحث . تبدأ الطريقة باختيار متجه أولى [ن ; . . . .رط ,,ط] 8# › وخطوة حجمها ي 


الخطوة ه ١‏ 
لقطوة ١:5‏ 


+ تتم التحركات الاستكشافيسحول 8 بالتشويش على عناصر 8 » وبالتالى بواسطة ± وحدة » إذا أدى هذا التشويش 


إلى تحسين ( زيادة ) قيمة الدالة المدفية بعد القيمة ال حالية » فإن القيمة الابتدائية (8)/ » وهى القيمة المشوشة هذا العنصر 

تبقى ياهى ؛ وإلا تحفظ القيمة الأصلية للعنصرء وبعد اختبار كل عنصر- فإن المتجه الناتج يسمى م ء إذا كان 
8ع © ءفاذهب إلى الخطوة ؟ ؛ وإلا فاذهب إلى الخطوة ۳ . 

8 هو موقع الحد الأعلى إلى داخل التفاوت # إذا اختصرت ۸ وأعيدت الخطوة ١ء‏ أو انى البحث عند 

- X*=B 


اصع حركة نط للمتجه الوقتى 20-8 مه (نصل إلى ١‏ بالتحرك من 8 إلى ع والاستمرار حتى 


مسافة مساوية فى نفس الاتجاه ) ٠‏ 


: اصنع تحركات استكشافية حول '7 مماثلة للح ركات حول © الموضحة فى الخطوة ١‏ . سم المنجه النانج 8 . إذا 


كانت ١‏ ده ء فاذمب إلى الخطوة ه ؛ وإلا فاذهب إلى الخطوة 5 . 
انشىء © = 8 » وارجع إلى الخطوة ١‏ . 


انئیء ودع ع ج ء وارجع إلى الخطوة 7 . 


- ۵ س 


A MODIFIED PATFERN SEARCH بث الفط المعدل‎ 


یہی بحٹ هوك س جيف عندما لايؤدى أى تشويش لعناصر 8 إلى تحسين فى الدالة المدفية » وف بعض الحالات تحدث هذه النباية قبل 
ركبا الك أن هذء اخشويشات لاهن لو أكثر من العناصر فى وقت واحد قد تثودى إلى تسين فى الال امدية . وتكن أن نسي و 
تشويشات آنية بتعديل الخطوة * ل بلى : 
الخطوة ؟ ١‏ نفذ يمنا موسعاً على سطح المكعب الزائد ذى المركر 8 باعتبار كلى التشويشات. الممكنة لعناصر 18 بواسطة بإ 
وحدةء حيث إن 1 0 1م نجه ذى عناصر #« ء يوجد 3-1 تشويشاً للاعبار . وبمجرد تمقيق 
التحسن » إِلْهِ البحث الموسع » وانشىء المتجه الحسن مساوياً ء وارجع إلى الخطوة ١‏ . وإذا لم يتحقق أى تحسن ء 
فتكون 188 هى موقع الحد الأعلى فى داخل التفاوت 4 . إما تختصر و[ وتكرر الحطوة ٠ ١‏ أو يهى الببحث عند 
8ع ميق . 


2 
اختتيار التقر يب الأولى  CHOICE OF AN INITIAL APPROXIMATION‏ 
تبدأ كل طريقة عددية بتقريب أول إلى المدد الأعلى المطلوب » ويكون هذا التقريب فى بعض الأحيان ظاهراً من النواحى الطبيعية أو المندسية 
للمسألة ( انظر المسألة 11-١‏ ) . وق حالات أخرى .. يستخدم أحد مولدى الأرقام العشوائية لإيجاد قم ختلفة ل ' ل ۲ ثم تحسب 
(706/ لكل قيمة مختارة عشوائياً ل چا »تنيز قبمة كا النى تعملى أفضل قبمة للدالة المدفية كتقريب أولى . وحتى طريقة العينات 
العشوائية هذه تنضمن تخمينا أولياً لموقع الحد الأغلى » وعلى ذلك .. فإن الأعداد العشوائية يجب أن تراجع بحيث تقع فى فترة ثاببة . ( انظر 
السألة 55 -ع) 


coNCAVE FUNCTIONS  ةsZ#‎ JIgكئl‎ 


إن أ طريقة عددية لا بوجد ضممان بأنا ستكشف عن ححد أعى شامل + فقد ترب من الد الأعل اط أو ء سوأ من ذلك ء قد له 
تقترب بامرة وتستتنى من ذلك البرائج التى لها دوال هدفية محدية . 

تكون الدالة (36)ثر مقعرة فى منطقة مقعرة © ١‏ انظر الفصل الثالث ) إذا كان للمعجهين × ارلا فى @# ١‏ ولکل قم 

1 > م 0 ١‏ 
02 /(ه ~1( +( flax, + (1= aX = af‏ (4-15) 
[ قارن ( ٠١‏ - ؟ ) ] وتكون الدالة محدبة فى 8 إذا كانت فقط قيمنها السلبية مقعرة فى 27 قد تكون المنطقة المقعرة © عحدودة أو غير 
محدودة . 5 


نظرية ١ © - ٩٩‏ إذا كان للمالة 6م مشتقة ججرئية ثانية فى @ » فإن (2)76/ تكون محدبة فى 8 إذا كانت فقط مصفوفة هسى 
1 سالبة نصف مؤكدة لكل جو فى ي 


نظرية 115- 5 إذا كانت (]9)ير محدبة فى 2 ع فإن أى حد على أعلى فى 2 هو حد أعلى شامل فى پو . 


هاتان النظريتان #تضمنان أنه إذا كانت ,3ه سالبة نصف مؤكدة فى أى مكان , فإن أى حد أعلى على يؤدى إلى حل 
وناج ( ۱۹~ .)١‏ وإذا كانت و سالبه مؤكدة فى أى مکان » فزن (۶)5 تكون محدبة بدقة ( فى كل 
مكان ) » ويكون حل البرناج ( ١ - 1١‏ ) وحيداً ( عدم النظو) 


35 (6Y ~— 


1١-5١ 


1-54 


۳-۹4 


مسائق حلولة 
Solved Problems‏ 


تعظم : (3 -ۆ)و× +(1 ¬ )× = 2 


هنا (3-3ج)وع +(1 یں = و د .)م والحجه المتدرج 3[7 - 3×1 :× 1 -] = ۷۴ يتواجد ىق كل 
مکان ۽ ويكون صفرياً فقط عند 


Xı = [0,1,1] و‎ K*= [0,1-1 


ولكن 2=()/ ٠‏ 2- - (,)ر . وتصبح ١‏ (ذلا ريع ,)ل كبيرة انختيارياً عندما تزيد ۽ ومن م لايوجد حد 
أعلى شامل . ويككون المتجه هو فقط موقع الحد الأعلى انحل . 


تصغير :10 +نزج سيج +تز(ة/ا رن د 2 

بضرب الدالة الهدفية فى 1 نحصل على برنامج التعظم المكاقء 

تعظم 2-10(نج ا يب) -5(2/ية سد وبع - = 2 

وفيه 7[ - يبد 5/يه- ر»]2- = ۷ . لذلك توجد نقطة ساكنة مفردة x=‏ 5ي عد 10- دج 
والآن عندما »هبر +4 تصيح صغيرة اختيارياً » وبالتبعية 0 - *2 ١‏ تكون هى الحد الأعلى الشامل » 
0+ د الحد الأدنى الشامل لبرناج التصغير الأصلى . ويفترض الحد الأدفى بالطيع عند .2.2361 ۷/5 = ×4 
x = 7 116‏ 
تصغير : (وكا - رك«) 005 - ررد هاه > 2 

بضرب الدالة الخدفية ق 1 تحصل على برنايج التعظم المكاقء 


تصغير ‏ (يبا - ٭) C05‏ + يدر ولو- عام 


3 f(r xa) = يعرم صو‎ + 00S (t1 ~ x) ba, 


2 2 f= i SOS Xyx2 ~ sin (x 0] 
~—xı COS X12 + sin (51 ~ x2) 


التى تعواجد فى كل مكان . وتحقق النقط الساكنة 


~K2EOsS Xx2 ¬ sin (x — x2) = 0 
41) ^X COS x1x2 + sin (xı — xa) = 0 


سد 6/۸ سا 


وبالرضم من أن لحل الكامل للنموذج (1) لا يمكن المتصول عليه جوياً ‏ فإنه من اممكن إيجاد حل جز يكفى البرفاج الخال . 
لاحظ قبل أى شىء أنه » لكل من و 4 1 ١‏ 


jsin xıxa| + |eos (x, ~ x2| = 1+ 1= 2‏ ك إزوج سما 


ومن ثم + إذا أمكن إجاد نقطة ساكنة عند 


2 >0* :76 » فتكون هذه النقطة بالضرورة حداً أعل شاملا والآن .. 
د على و 
من الواضح أن )١(‏ تتحقق إذا تلاد 


sin (%1 ¬ x2) ©‏ ٭ ‏ و کل على حدة» معن أنه إذا كانت 


7 ميج سير َو )3 + xx = (k‏ 


¥ 


حيث إن kon‏ أعداد صحيحة » وبأخذ k=1 4 n=0‏ جد أن : 


(NF arme 


وينتبى بذلك البحث . ويكون حل برناج التصغير الأصلى 2~ =2 VIF e‏ 


> ويرك وين ( وف أى مكان 
آخر) , 


04-89 استخدم طريقة أقصى ميل صعود فى 


تصغير :10 + تاج -ر») + ۷57 ي( داج 


وبمراجعة برناج التعظم ؛ 
YF ~ 10‏ -يمد) - 2( 5 للة - رجات = 2 00 
ناج إلى حل تقربى أولى نحصل عليه بالمينات العشوائية للدالة الحدفية فى المتطقة 0 .»ك 10- . ونقط العيدة وقم 
ع المناظرة ها ثبين فى الجدول الأسفل . وأكير مدخل ل 2 هو 36.58- 


1 يدث عند "[5.891 6.597] 30 , والتى 
ناخذها كتتريب أولى ل فيو 


٠‏ وتدرج الدالة اهدفية للبرتاج )١(‏ يكون 


a) 







20001106626 


8202 9.173 -9337 “4 











9.201 9.250 6.597 8.411 


1 1.099 -8.005 ~54 7.546 58910 9945  -9 -4 8.163  ~0.0210 


7859 ~3658 2194 “39 241.3 1692 ~88 


90.61 
0 


8537 ~0918 








~1440 ~-144.2 





و 1 نه 








8-55 


امحاولة الأولى 


ae SES E 


f (Xo + AVf|xo) = — (6.597 - 8.7224 — V5 -— (5.891 5.4994 - (2-0 
= - 106.3 + 106.34 - 8 


باستخدام الطرق التحليلية التى وصفنت فى الفصل العاشر » نحدد أن هذه الدالة فى ۸ تفترض حداً أعلى ( شاملاً ) عند 
و2520 ءلذلك 


1 8 اسهد ا 


5.891 - 5.499(0.5) | 7 (3.142 


عند 10.00- =(ي&) ء وبا أن الفرق بين 36.58- = (م×) › و 10.00- =()) هام › فإننا نستمر فى 
الحاولات ٠.‏ 


احارلة الانية 


_ 6 -2(2.236- V5) _ [2.236 + 0.0001 
K+ Vfl, = iie EE 2) 3 م‎ 0008| 
f(Xı + A Vflxı) = -(2.236 + 0.00014 ~ V5) (3.142 0.00084 r) 10 
= - (6.5004 6.3824 + 10°10 


باستخدام الطرق التحليلية التى وصفت فى الفصل العاشر » نجد أن هذه الدالة فى ۸ ها حد أعلى ر شامل ) عند 
9 -5م . لذلك » 1 
(0.0001)0.4909 + 2.236 


Î 3 [512]‏ لع ا E‏ حار 21+ رن دملا 


وحيث إن :× =× (إلى أربعة أرقام هامة ) » فإننا نقبل ”[3.142 .2.236] = *ل عند 10.00- د٠2‏ كحل للبرناج 
(۱) . ویکون حل برناج التصغير الأصلى هو ”[3.142 ,2.236] = *» عند 10.00+ = *2 . قارن هذا بنتائج المسالة 
١س‏ . 


استخدم طريقة أقصى ميل صعود فى 


تعظم (ر× ¬ ر) C05‏ + ×× أو = z‏ 


. 0.05 بتفاوت فى حدود‎ 
هنا‎ 
f= E (xı 91 
يج 205 و‎ + sin (xı ¬ x2) 


۰ 


ببحث الأرقام المشوائية فى المنطقة .1 6د :دك 1- نحصل على 0.5303[7 0.7548-] = عند 


f (Ko) = 0.6715 
الحاولة الأول‎ 


i cos [(-0.7548)(0.5303)] - sin (-0.7548- عمو‎ 8 [ 
ê 0.7548 cos [(-0.7548)(0.5303)] + sin (~0.7548- 0.5303) |-0.2643 


_ [0.7548 0.47111 _ [-0.7548 + 047114 
Xo + Vfl = [ 008) * [0264 [ 0.5303 - آ0‎ 


f{Ko+ A Vf lx) = —sin [(-0.7548 + 0.4711 ۸)(0.5303 ~ 0.26434) 
+ cos[(-Û.7548 + 0.4711۸) (0.5303 0.26434 )] 
= ~sin (~0.4003 + 0:44934 — 0.1245۸2) + cos (-1.285 + 0.7354۸) 


باستخدام بحث المتوسط الذهبى على [0,8]] نحدد أن هذه الدالة ۸ ها حد أعلى عند 83-17 . لذلك 


o) 


Xı = Xo +38 l= را .047111 ا‎ 


0.5303 - 1 2) 


عند 0.9957 -(,6)م/ ۽ حيث إن 

J(Xı)~ f (Ku) = 0.9957 = 0.6715 = 0.3242 > 0.05‏ 
ونستمر فى الحاولة 
امحاوا لة الثانية 


vh = E cos [(0.04607)(0.08099)} + sin (0.04607 ا‎ 
×1 | _0,04607 cos [(0.04607)(0.08099)] + sin (0.04607 0.08099) 


E 
-~0:08098 


_ [0.04607 0.046084 
Xi + Vf lx = E 0.08098۸ ا‎ 


f(Kı + A Vflxı) = sin [(0.04607 - 0.046082 (0.08099 ~ 0.08098}‏ 
cos (0.04607 ~ 0.04608۸) (0.08099 - 0.08098 ۸)]‏ + 
~sin (0.003731 - 0.0074634 + 0.003732 4°) + cos (0.03492 + 0.034904)‏ = 
باستخدام بحث المتوسط الذهبى على [0.8] نحده أن هذه الدالة ۸ ها حد أعلى عند 1 5ه ء لذلك 


E ET 


عند 1.000 =(د۴)K‏ . وحيث إن 
f2) F(X = 1.000 — 0.9957 = 0.0043 < 0.05‏ 


تأعذ 1000 - »م :6 يلاد عير 


س س 


4-5 
Y~ 
A—~ 41۹ 


هل الحد الأعلى الموجود بالمسألة 9ه حد أعلى شامل ؟ 


للدالة المدفية (دد ”ب وع + ×× in‏ +( )ار . الصفوفة هسى ليست سالبة نصف مؤكدة فى آى مکان »وف 
n 0 i 0000‏ 


E ۴ 
1 TT ١ 


ويكون الطرت الأبمن موجباً عند وو .. لذلك (د× ,»)م لا تكون ممدبة فى أى 'مكان , وييقى السؤال 
مروا A RE‏ 2*2 ء لذلك 1000 د *ج2 عب أن 
يكون حداً أعلى فقط 


اشتنعج طريقة أقصى ميل صعود : 


لأى متجه ثابث 6 وأى معجه أنجاذئ 1 » تعطن المشتقة التوجيهية , 


fla U‏ عدر )رج 


معدل التغير فى (06/ عند ج فى الاتجاه لة . حيث إن 


له" 


Vf ‘U = |WfHUÎ cos 0 = Vf] cos 0 


تحدث أكبر زيادة فى(×)/ عبدما 0 = و » بمعنى عندما تكون ل فى نفس اتجاه وص . لذلك » أى حركة ( صغيرة ) 
من فى الاتجاه ا۷۶ ستزيد من الدالة » مبدثياً فى (&)۶ بأسرع ما يمكن . ويثل المجة »اأ ۸ إزاحة من هذا التوع 
وتكون أحسن قيمة 2 هى القيمة التى تجمل ,(غ|/9 06+2م/ أكير ما يكن » وهى قيمة الدالة بعد الأزاحة . 





استخدم طريقة نيوتن س رافسوك فى 
تعظم E EE‏ 
إلى داخل التفارت 0.05 . 
من المسألة ١‏ س 4 تأخذ التقريب الأول a‏ عند 36,58- = (مم ‏ والعجة العدرج » 


مصفوفة هسي » ومقلوب مصفوفة هسى ذه الدالة الهدفية على التوالى هى 


YN OY عماس‎ 


2) 7( 


لكل قم X4 & X2,‏ چ ت 


انحاولة الأولى 


fh = E ن م‎ i 


99- 
Xı = Xo ~ (Brix) Vfl‏ 
2.256 1-8.7221 0 0.5[ 65971[ ~ 
E [ 0 305] [ [i]‏ 
عند 10.00- 2 (66)ر » حيث إن 
J(X)~ f(Ko) = ~10.00 - (36.58) = 26.58 > 0.05‏ 
نستمر ف الحاولة 
امحاولة الثانية 


vm" = CO] 


Xa = KX — (Hylx) Vfl, 


elo ]لدف‎ 0001-2 


عند 10.00- = (د)f‏ وحيث إن 0.05 <0 = IX f(K)‏ تأعذ ‏ 2.236,3.142[7] = = ° عند 


2* = f)&2( = - 10.0 


٩ - ۹‏ استخدم طريقة نيوتن ‏ رافسون فى 


تعظم (ر× - ر)) وم + رارع آ۶ = 


بتفاوت 0.05 


المتجه المتدرج ومصفوفة عسى هذه الدالة الحدفية هما 


(0) f= ~2 COS XX» - وزو‎ el 
— x1 COS X:X2 + sin (xı ~ x2) 
0 2 -| xX sin xXıx2~ COs (xı — xa) TEOS X12 + X1X2 SÎN XX + COS (%; — x3) 
0 7 ومع-]‎ XıXa F X1X2 Sin يلار‎ + COS (x ~ x2) xî SÎD Xx — cos (xı زوج‎ 


من المسألة 1١‏ - د نحدد النقريب الأولى ‏ 0.7548,0.5303[7-] > ملا 


و م كين 


1001 225 


اغحاولة الأولى : بالتعويض يعناصر فى (41» () نحصل على 


[41 [03914 04821 yy 1388 1531 
E | [هووقم-‎ . e) “Bs aw) 
(مداراة) - ملا > ركا‎ 'Vflxe فإن‎ 

|] 188 221 oat [1081] 

51 0.5303[ 1-1331 10.78 -0.2643 9.650 


لاحظ أن ,× غير قريبة من 0 » والتى تفترض أن الأسلوب العددى لايتقارب . فى هذه الحالة .. تبين نظرية ١ - ١١‏ أن 
امدارقة ليست مالبة مؤكدة » ومن ثم زول لم تختر قريبة بقدرٍ كاف من الحد الأعلى الذى يضمن التقارب لطريقة ثيوتن ا 
رافسوث . لذلك ؛ بدلا من الاسغمرار فى الحاولات » يكون من الحكمة بدء الطريقة من جديد بتقريب أفضلل من الحد الأعل . 
ويمكن الحصول على تقريب أولي أفضل يطريقتين . الطريقة الأول : وفيا يكن استخدام مولدات الأعداد العشوائية لاعطاء 
قم إضافية ل × حتى إجاد تقريب أفضل . "وف الطزيقة الثانية : يمكن استخدام طريقة أقصبى ميل صعود نحاولة واحدة بقيمة 'ملا 
الخالية » ثم استخدام المتجة الناتج لبد طريقة نيوتن ْ رافسون . وبتنفيذ المدخل الثانى نحصل من المسألة ١١‏ - ه على المتجه 
الابعدائ الأفضل . 


x= [o ins 


f(Ko) = 0.9957 عند‎ 


اغاولة الأولى ( الجديدة ) : بالتعريض 0.04607 < × »٠‏ 0.08099 =× فى (2)00 (5) نحصل على 


امعد 4 


]- بق لداع 
 -4‏ 0.0005888 | "71*0 


1 ]| - و 
fixe = | _0.08098 (Hl) (sys -1001‏ 


Xı = Ko ~ (Hylxo) ' Vf lx 
0.04607 —1.001 0.000585 -0.04608 


[Bose = (o osess ~1001 [Coos] 5 8 
عند 1=( )از حيث إن‎ 
f(Kı)— (Xo) = 1.0000- 0.9957 - 0.0043 > 5 


z" =f) (=1 › ×= ×= ]0.0[” تأعذ‎ 


£ ¬ 


٠١ 6‏ استخدم طريقة نیوتن ‏ رافسون فى 
تعظم (يبر ب ربر) ومع + وندرع إ۶ = چ 
بعغاوت 0.05 › ابداً بقيمة 1.6[7 ,4.8] = ر . 


المعجة المحدرج » ومصةرفة هسى طمذه الدالة المدفية ما )١(‏ » (۲) فى المسألة ٩-۱۱‏ . 


الحاو له الأو إلى 
e iE [4.81.6] = sin (4.8 - 191 2 [2e‏ 
x0 | -4.8 cos [(4.8)(1.6)] + sin (4.8 - 1.6)] 1] --3‏ 
-ı_ 7 0.5572 -4‏ 63 3520[ _ 
Hb = o |‏ 23.69 ا = Hr‏ 
فإن 


(Hx) "Vf lxo‏ - م > رلا 
Oss] = a‏ 0.1504- 0.5572 [-11 ت 
1 }0.8893 0.082793 0.1504( ]1.6 


عند 2.000- =( 8)/ ٠‏ والآن 1.983- =( » بالرغم من أن ,× قريبة من مج فإن 
(XI) < f(Ko)‏ 
وتميل الحاولات نمو الحد الأدنى بدلا من الأعلى . ( لاحظ أن م«تارقة ليست سالبة مؤكدة ؛ ولكنها فى الحقيقة موجبة 


مؤكدة ) . وتستخدم قيمة أحرى ل ولا ء مشاببة للقي للقيمة الحددة فى المسألة ١١‏ ه » وذلك إذا أريد نجاح طريقة نيوتن ‏ 


رأفسوت . 


1١ -9‏ حل المسألة ١64 ١‏ حتى أقرب 0.25 5 بطريقة فلتشر ‏ بويل . 


المسألة ١4 ١‏ مكافة لبرنايم التعظم بالدالة الهدفية 


(0) f) = أب كيه‎ + x3 — V(x, ~~ 300 + (x2 400¥ — V(x, ~ 700Y + (2~ E 
والمتجة المتدرج‎ 
¥ xı 300 xı 700 


2220 Ff = 
OE: ويد 400 - وير‎ - 300 


ا ا اک امم 
Vx + x3 V(x 300 + (x2 480 . V(x; ~ 700) + (x2 300)‏ ا 





لبدء طريقة فلتشر ب بويل ننشىء 0.25 ٠=‏ › و 


0 1 
1 8 6 
وغتار :400,200[7] - 4 الذى يظهر من الشكل ١‏ - 4 أنه تقريب جيد للموقع الأمثل نخطة التكرير . 
ا خطوة ١‏ 
f(k)= (400, 200)‏ = « 
V@0 + 2007 - /0100(: + )-200(: - 1//)-300(: + )-100(7 - -5‏ ~ = 

B= flas ew 

الخنطوة ۲ 


ı&+ 26m 7( [0] +2 1 26) (ee | 
= ل‎ )400- 0.392962( + GOO + 0.764 
- VIO TIS + COTO TEY 


¬ V (300 ~- 0.39296 A) + (100 + 0.6244 





وبعمل بحث فيرة الثلاث نقط فى [0,425] نحدد 2125ء ٠‏ لذلك 


1-26 


[ es 
0.76344] 


0 10 
D=۸ GB = 212.5) | 2 


۲ الخطوة‎ 
o-1 [21-E 


ى يكن أن نأحذها كقيمة معدلة 


4 الخطوة‎ 
Û = f(&) = f(316.50, 362.23) = -910.76 
Ê ~a = ~910.76- (-987.05( = 76.29 < 0.5 
1ê اجلو‎ 
70.071207 ° 730 E 2 0 _ f ~N 5 
C= Vfl = [ 00031594] ۲۰8-€= | یوین‎ 00031504] [ 0608| 


a SY 


ا خطوة ۷ 


---5 


TY we = 
DY = [~83.504, 16223| ا‎ 15021 


OE E 
L= oP = i j 83.504, 162.23[ 
ا‎ | ase [ 46.421 017 
02I |-13547 26319 |7 |-90.187 17521 


-5 


۰ | = 0.68155 


ل ]موده ,0.32115-[ = YTGY‏ 


-1 
5005 


i-0.32175, 0.760281 [j 1‏ |[ ا 


GYHTG‏ م 


” 0.68155 |o 1jl 0.76028 


2 0.15189- 8 اام 0.10352 [ 1- 
1- 0.35892 315 0.24462-| 0.68155 ” 


ا خطوة :ار 


90.187 175.21 035892 -0.84811 | 7 |-89.828 6 


1 1 +] 46.421 | es ell 47.269 ا‎ 
0 1 


أ ع )لاجرلا + © 


التى نأحذها كقيمة 6 المعدلة . ونعدل أبضاً 910.76- = ي » و 


010007 1 
0.0031594 


ا خطوة ؟ 
7- ]89.8287- 47.269 23650 ۴ 
سيد (be: 2 3 89.828 6 J‏ لزهعة مر 


7 1 - 371 1) 
(362.23 + 6.95041 
(316.50 - 3.6497) + (362.23 + 6.9504 


950+ 3777-) + :(2 5/00650-3.6497- 
695044 +62.23) + :(2383.50-364971) لح 


وبعمل بحسث اخترة الثلاث نقط فى [0,10] مدد ۸٠125‏ .لذلك 


47.269 السرم‎ [= ê esol 


D=4*GB= ( | 0.0031594 | ” | 8.6880 


| 175.36 89.828- 
ن 
 ]-4.56211_ 4‏ 316.501 َ 
١ | Bos)‏ 3 لدم 28 
التى تأخذها كقيمة جر المعدلة 


بوك 


۲-4۹ 


۳ ~۹۹ 


ا خطوة 4 


6 = f(&) = /)311.94,370.92(- -8 
~a = -910.58- (-910.76) = 0.18 < 05 


ملو مد رهم لمم ` اع X= R=‏ 


وتمل المسالة ١1 ١‏ ب بم 320.92 - قير 4 ص 311.94 - كير عند | ررريز 58 910+ د *ج 


بين أن الحد الاعفى الموقع بطريقة فلتشر س بويل فى المسألة ١1-0‏ هو ف الحقيقة الحد الأعلى الشامل المطلرب . 


بالنظر إلى المسألة ١١‏ - 5 يكتفى ببيان أن (9)مر المعطاه بواسطة )١(‏ فى المسألة ١١ - ١١‏ تكون محدبة فى كل مكان . 
وف الحقيقة .. نحتاج فقط لبيان أن الدالة 


بر + ؤي و لد- - (ن6ع 


محدبة فی کل مکان » حيث إن (06/ حى مجموع الدوال الثلاث من هذا البوع ؛ ومجموع الدوال الحدية هى دالة محدبة . 
والآن .. 


H. = 1 i ا‎ 
“` (+ x2) [xx -7 


التى تكون من النظرية ١١‏ س ١‏ ء سالية نصف موٌكدة فى كل مكان . لذلك » وطبقا لنظرية ١١‏ س 5 » (06)م تكون 
نحدبة فى كل مكان . 


اسبتنتج طريقة نيوتن سم رافسوك 


افرض أن التقريب × فى النقطة الساكنة قد تم تحديده » ونرغب ف إيجاد نقطة قربية .وميك الى قكون تقريياً أفضز 
بامتداد المنجه م0 فى سلسلة تايلور حول ج محصل على 


Kurs = Kx) + °.‏ يداي + يدا/” flue‏ 
يجب أن يتحقق القارىء من أن الصف رقم (7) فى )١(‏ هو سلسلة تايلور العادية متعددة المحغيرات فى ٠‏ [2//32 


Brix أو 97 - - (يكا - ميك‎ Kae Ky = lx Tha 


YI 


14-55 


استخلم بحث مط هوك ل جيف فى 
تعظم »)0.02 - 3257 - ±4 + 3x + 2x2 + xs — 0.02 (xf + xf‏ = 2 
ندأ اعمارياً ب <[ن ,0 ,لسع › 1= . فإك 21125- -(8/ 
الخطرة ١‏ ( نحسين) 2096.52- f(0+1,0,0(=‏ 
رتحسين) 2081.60- -(0,0+1,0)/ 


) تحسين ع 2067:70- - (1 +1,1,0)/ 


ضع ”[1,1,1] C=‏ عند 2067,70- - (©)/ 


القطوة + 


8-2 2]1,1,1[7 - ]0,0,0[” - ]2,2,2(7 


النملوة + 
( تحسين أكثر من 2067.70- ) 884.60- -(2+1,2,2)ر 


رتحين ) 416.80--(0,2+1,2)/ 
( تحسين ) 118.10- =1 +8,3,2)/ 


ضع 3,3,37] =8 


الخطوة ١‏ ضع ٠‏ 13,3,3[7 دع ١‏ 1,1,1[7] ده عند 11810--©)/ 


الخطوة + 
T= 213, 3, 3J" — [1,1,1 = {[5, 5, 5‏ 
الخطوة ۽ 
(ليس تمسيناً فوق 118.10- ) 98641.8- - (06+1,5,5)/ 
( لبس تحسيا ) 278762- > (5-1,5,5)ر 
)» » ( 98642.8-<(5,5+1,5)/ 
زر « ( f(5,5-1,5)=-278752‏ 
(١‏ الى )4 986383= =)5,5+1 f(5,‏ 
زر الى )46 278677--(06,5,5-1)/ر 
ضع 5,5,5[7] -8 


الخطرة 5ه ضع 3,3,3[7] - 8 عند 118.10- -(0/ 


د 


ويى تمي) 154.86 -(1,3,3 +20 
fG-1,3.3)=-41790 (* «)‏ 


fG.3+1.3)=-155.86 ) ا م‎  .( 
fG.3-1.3)=-41690 ) اس‎ .( 
/).3,3+1(- -15560 ) لس اه‎ 
/0,3,3-1(- -416,80 ) ض‎ ١ 


C=, ضع‎ 


الخطوة » نقيم ادف تتابياً عند كل التقط التى نحصل علييا من 8 » وذلك بعمل تشنويش على واحد أو أكثر من العناصر 
ف 8 بأى من ١‏ أو ١‏ سء وهناك ۲۹ تشويشاً مكنا باستتناء العشويش الصفرى . و ؟ !! تقييمات الدوال 
عندما تصل أحدها إلى أكير من القيمة 118.10- -(8)م . كا هو موضح فى الجدول ١ - ١1١‏ يدث هذا 
عند 2,4[7 ,12 لذلك نعدل 4[7 ,2 ,2] - هر عند 13.70- > (08)/ 


٩ - ٩٩ جدول‎ 


كك 





f(O= 1144 “ C=[3,1,4" & 


لخطوة ١‏ 
( تحسين ) 0.0 f(2+1,2,4)=‏ 
(ليس تمسينا) ‏ 2155.6 -(3,2+1,4)/ 
( تحسين )ار 144 -(3,2-1,4)/ 
ليس تمسينا ) 2902,66- - (1 +1,4 ,703 
رليس تمسينا » 511.06--(0,1,4-1)/ 
الخطوة > 


4[7 ,4,0] - 4[7 ,2 ,2] - 2]3,1,4[7 ب 


واس 


(ليس تمسياً فوق 11.44 ) 616372- -(04+1,0,4/ 
(ليس تمسيناً ) 2 f4-1,0,4)=‏ 
( يس تسيا )6 689.32- - (4,0+1,4)/ 
( ليس تمسيناً 6 693.20 (04,0-1,4/ 
( لبس تسيا  )‏ 6165.72- -(4,0,4+1)ر 
(تحسين 0 ) 2 -(1 -0,4 ,4 


ضع 4,0,3[7] و 


النطوة > 
الحطوة * 


الخطوة © 


ضع ”[3,1,4] 8-2 ]4,0,3[7٠‏ سح عند 12.12 = fU)‏ 


”[12- ,قلع 1,4[7 ,3 - 2]4,0,3[7 ع 


(ليس تمسيناً فوق 12.12  )‏ 505.6 19- - (1,2-,1+قر 
(للس تحسيناً )| 4240 -(1,2-,65-1)/ 
( ليس تحسيناً f6,-1+1,2(= -1980.12  )‏ 
ليس تضيناً ) 2193.48- -(1-1,2-,)/ 
( ليس تحسيناً  )‏ 290298- -(1,3+1-,5)/ 
( لیس تحسيناً  )‏ 1810.58- =1 -1,2- ,$5 


1 ,5ئ دع 


ضع ”[4,0,3] =8 عند 12.12 = j8)‏ 


تؤدى التحركات الاستكشافية حول 8 إلى 13:30 =(1,3 ,۶)4 تحسين . 
ضع "[4,1,3] =€ عند 13.30 = f )C(‏ 


= 2{4, 1, 3j ~4, 0, 3)” = [4,2,3 


لا تؤدى التحركات الاستكشافية حول إلى أى تحسين . 
ضع '[8-14,23 ١‏ 


ضع "[4,1,3] =8 عد 13.30 = )®$ 


Ni 


1076 
- 6 
1144 
~8884. 
0 
0.60 
-4218 
12.12 
-683.38 
~3840 
— 689.20 
-~ 10.66 
2.04 
- 6 
—~1980.12 
~2882 
2 
- 1991 28 
-98 9 
-6184 48 
“218548 
~38 
- 2268 
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الما نما دیا دیا دیا دیا جرا برا برا ظط ظط لټ حك خط حل ظط حرا اة جرا) بعر طض' ا جا جیا ا ا 
© س نارم دانم 


س نت مت م رم يم 





لا تؤدى التحر كات الاستكشافية حول ۾ إلى أى تعسين . 
ضع "[4.1,3] =€ عد 13.30 = /)C(‏ 
کا ھو موضح فی الجدول ۱۱ ۔ ۲ ۰ لا بژدی أى من ال 55 تشويشاً ل 8 إلى تحسين فى قيمة الدالة امدفية 
الالية »> 13.30 -(8)كر . لذلك "[4,1,3] = 8 هو حل الأعداد الصحيحة » لان 1ع بز . وبدأنا عند 
النقط الصحيحة 0= ور ررر )ف البرناع العطى . 
لعحسين هذا التقريبة نختصر يز تتابعياً إل .0.01 ,0.1 0.001,٠١‏ » مبتدئين الطريقة من جديد فى كل 
مرة بأقسل قيسة 8 . وتعرض التائلسج فى الجدول .٣١١‏ ناخ 
6 × .2447 =× 3825=!× عند 1756+ کحل أمثل 





YF‏ د 


مسائل مكملة 


Supplementary Problems 


حل المسائل ٠ - ۱١‏ حتى ١١‏ - ۲۳ عددياً » إما باستخدام مولدات الأعداد العشوائية » أو بالتخمين المسبب لاعطاء 
تقريب أولى . وكلما أمكن » جل حسابي ( تيل ) . 


5 ۹8-۹4 
ے‎ = -)2x - 5(7 - تعظم 27 -ور5) -3(2 - دں)‎ 
١5-54 
داع‎ [|+ Vx ¬ 17 + x تصغير‎ 
۷= ٩٩ 
515 8X + تصغير يدادعا وده‎ 
(xıxa) 
A-۹ 
z = sin Xx, SÎ X2 SÎ (xı + x2) تصغير‎ 
at 
تعظم و و2 +7 دع‎ 
Ye — 44 
-د») - و - )= ۾‎ 1 - 1- 0.02) + ×1 + × 16(  مظغت‎ 
~۹4 


تعظم (٣-10‏ -وب) -(5/ -×)- = ے 


عند !× ¢ 2× اغفاد ية 


( ملحوظة : انظر المسألة (I11‏ 
4= تصغير دالة روزينبروك > 
لقع )100 + x,”‏ ¬1( داج 


ساد 


۲۴-١‏ تين أعداد السكان فى بلدة بمنتصف الغرب © يلل 
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اعاداً على هذه البيانات » المطلوب تقدیر السکان فى عام ۱۹۸۰ . 
)١(‏ افترض أن نمو السكان أُياً وبتبع الصيغة “6ه = ١‏ » حيث إن ار تدل على التعداد يبور م تدل على الزمن , 
() عند أى سنة نعداد 4 ء يكون هناك اخنلاف بين القيمة الحقيقية ل ل المعطاة بالبيانات » والقيمة النظرية 
N = ۳‏ ارمز لهذا الخطأ ‏ م ء أى أن : 


A^ 190‏ - 4953 = 8190 
)4 حدد الثوابت كرء وم ء بحيث إن 


وذو © + ممودّع + مووز © + مور © + وووا © 


تكون حداً أدنى . 
(4) باستخدام هذه الثوابت » قم المنحنى الأسَيّ النظرى ( الذى يسمى عادة متحنى المزبعات الصغرى الأسىّ ) عند 
٤= 0‏ » وخذ. هذا العدد ليكون التعداد المقدر لعام ٠۹۸۰‏ 


74-4 بن أن الدالة التربيعية 


زلا نكار © 2 > x)=‏ للا 


ET 


بمصفوفة معاملات متاثلة ۸4 تكون محدبة فقط إذا كانت حم سالبة نصف مؤكدة . 


E N 


الفصل الثالى عشر 


البريحة غير الخطية 
أمثلية متعدد المتغيرات ذو قيود 
Nonlinear Programming: Multivariable‏ 
Optimization with Consiraints‏ 


الميغة اة STANDARD FORMS‏ 
بمعرفة ,آم , ...12 رر[ = % تكون الصيغة القياسية للبراج غير الخطية » والتى تحهوى على متساويات قيود فقط هى : 
يلم z= f8)‏ 


علماً بأن 0= 8:0 
0 = )82% 


erence 


(“۹۷ ( 


عند 2 > جم ( عدد القيود آقل من عدد المتغيرات ) . 


وما فى الفصل ١‏ » تتحول براج التصغير إلى برامج تعظيم بضرب الدالة المدفية فى - ١‏ » وتكون الصيغة القياسية للبراج غير الخطية والني 
تحتوى على متباينات للقيود فقط هى : 


إما تعظم z= f)‏ 
علماً بآن 0 EW)‏ 
82)50 


g(%) =0 


(~1۲) 


أو 

2= f) تعظم‎ 

علما بآن 0= zı)‏ 
SE‏ (؟16- #ع 
s0‏ مع 

عند 32-0 


Ye —‏ د 


والصيختان تكونان متكافتين : عند صرت 74 فإن (۲-۱۲) تصبح فی داخل ( ۳-۱۲ )۰ بتعويض ,۷ں =× عند 
and Y= 0;‏ 0= لا وع الوجه الآحر تکون ( ۱۲ - ۳ ) مثل ( ۱۲ - ۲ ) تاماً فى الحالة الحاصة +١‏ ص p=‏ 

ر = () :+8 حيث (+ , .. . ,2 ,1 = 1)الصيغة ( ۱۲ - ۴ ) تكون مناسبة عندما لا تتطلب خطوات الحل أى متغيرات غير سالبة . 
فی ( ۱۲ ۰)۱ (۲-۱۲) أو »)۳-٠۲(‏ وتكون ثر دالة غير خحطية » ولكن بعض أو كل قم #8 تكون خطية . 


وتحل البرامج غير الخطية » والنى ليست فى الصيغة القياسية إما بوضعها فى الصيغة ( انظر المسائل ۱۲ ¬ ۷ ۲ ۱۲ - ٠۴ ١١‏ - ا 
أو بتطوير طرق الحل المعطاة بأسفل للبراح من الصيغة القياسية ( انظر المسائل ۱۲ ¬ ۸ )١١- ١١ ١۹-۱۲‏ . 


مضروبات لاجرا انج : LAGRANGE MULTIPLIERS‏ 
لحل البرناج ( ١ - ١١‏ ) ء تكو أولاً دالة لاجرائج 

L(x x2... ۰۰. 7-3 0‏ (؟4-1) 
حيث إن (1=1,2,...,۳) ;۸ تكون ثوابت ( مجهولة ) تسمى مضروبات لاجران » ثم نحل الفوذج ذا +2 معادلة . 


aL _ 8 

a (i= 1,2,...,0) 

)*- ۹۴۲ ( aL 

=0 6 1,2,...,( 

نظريه 90 - ١‏ إذا وجد حل للبرناج 17 1١-‏ ) » فإنه يكون ضمن حلول الموذج ( 17 - ه ) , على أساس أن كُلّا من (00)/ر 
> ()8 عند (,...,1,2 = ) ها جميعاً مشتقات جزئية أولى متصلة » ومصفوفة جاكوب 1 × 1 


1 

]=3 
تكون من الرتبة 71 عند *× =× 

( انظر المسائل ١ - ١۲‏ حتى ٠١‏ - ه ) . طريقة مضروبات لاجرانج تكافء استخدام معادلات القيود لحذف عدد معين من المتغيرات -ك 

من. الدالة الهدفية » ثم حل مسألة التعظم غير المقيدة فى المتغيرات - المتبقية . 


طريقة نيوتن س رافسون ‏ 11811108 NEWTON-RAPHSON‏ 

حيث إن (2:)2 >> (يرة , ...رو ويا بول .. 2× وج)1 غبر خطية » فإنه عادة يككون من غير الممككن حل ( )١- ٠١‏ 
حسابياً ( تحليلياً) . ومع ذلك » وحيث إن حلول ( ١7‏ - ه ) هى النقط الساكنة فى ,(:1)2 وحيث تحدث النبايات العظمى والدنيا 
( نظرية ١١‏ - 7 ) فى (2)£ بين هذه التقط » فإنه من الممكن استخدام طريقة نيوتن ‏ رافسون ( الفصل ١١‏ ) لتقريب النباية الهنى فى 
:(1)2 بمعنى النهاية التى تناظر الحل الأمثل فى ( ١ - ١9‏ ) . وتطيق هنا الصيغة التكرارية 


(31~1۲) Zur = Z2, ~ (Hula, )  VLla, 


واد 


( انظر السألة ۱۲ = ٣‏ 

وهلا المدحل له قيمة محدودة ء لأنه » و فى الفصل ١١‏ » من الصعب جداً تحديد قيمة مناسيه ل 2 . ولي فة غير دة 
فإن طريقة نيوتن ‏ رأفسون بمكن أن نشتت الحل أو تقترب من الهاي الخاطعة ل (2)-1 . ومن الممكن أيضاً ( انظر المسألة 1-۲ 
- 4 ) أن تتقارب الطريقة فى حالة عدم وجود خل أمثل . 


PENALTY FUNCTIONS  : الدو ال الجزائية‎ 


كمدخيل بديل لحل البرناج ( 11 - ١‏ ) الذى يتضمن البرناج غير المقيد 
ملم | 00وم رمرم 508 
i1‏ 


حيث 2<0 تكون ثوابت ( يمكن أن نختارها ) تسمى بالأوزان الجزائية . ويكون حل البرناج ( 7-10 ) هو نفسه حبل البرناج 
)١ 15‏ عند كل قيمة .0 = ()ع . وللقم الكبيرة فى 6 يكون لحل ( 11 - 7 ) كل قيمة فى ()/8 قربية من الصفر لتجدب 
الآثار الجانبية على الدالة الهدفية من الحدود :(2,27)030 وعندما كل قيمة ٥,‏ د رم وکل قيمة .50 () رع . ز انظر المسالة . 

وعملي .. لا يمكن تطيق هله الطريقة حسايً إلا فى حالات نادرة . وبدلا من فلك يمل البفاج ( ١‏ - ۷ باتكرار بواسطة بحث الل 
المدل الوصوف فى الفصل ١١‏ » وفى كل مرة إما بمجموعة جديدة من الأوزان الجزائية الزائدة » أو بتخفيض حجم خطوة . ويكون كل بيت 
على بمجموعة أوزان جزائية محددة » وحجم خطوة معطى هو مرحلة من مراحل المل . ويكوث النج الأول للمرحلة العيئة هو امسج الا 
للمرحلة السابقة لهذه المرحلة . وتختار الأوزان الجزائية للمرحلة الأولى صغيرة » غالباً 1/50-0.02 ؛ وغالياً ما يؤخذ حجم المنطوة بواحد . 


ويتأثر التقريب فى هذه الطريقة بمعدلات الزيادة فى الأوزان الجزائية وتخفيض حجم الخطرة . والقرارات التى تحكم هذه المعدلات هى نوع 
من القن أكثر منها علمأ . ( انظر السألة ١١‏ - ب 


شروط كرن س تركز  KUHN.-TUCKER CONDITIONS‏ 


لحل البرنامج ( ؟١‏ - 7 ) » نكتعب أولاً شروط اللاسلبية ,0 > ,× ,< “x SO,‏ ,0 كك وا--» ميث تكون مجموعة القبود هى 
8 + 70 متهاينة كل منها له علامة أقل من أو يساوى » ثم نضيف المتغورات المساعدة رور وم رر 2ر على التوالي للأطرافب 
لبسرى من القيرد » ثم مجول كل مبانة إلى متساوية . وهنا تضاف المتغيرات المساعدة كتربيعات الحدود لضمان عدم سلبيتها ‏ ثم نكون كالة 


(AI) La f(R)- 5 lg CO+ x= ¥ Ax + xe] 
ie1l ions 


حيث ممصة ...و ر۸ تکون مضروبات لاجراج . وأخيراً نحل الموذج . 


dL 
qo $¥ ا‎ j= 
12 2 8 0 4 1,2,...,2 +m) 
ج‎ 3L 8 
m4 چ ده‎ + 
34 , 3 0 ع‎ 1,2... +85( 
EYN) A; z0 {i= 1,2, ...,m Fn) 


¥ 


ولكرّن )9-1١(‏ حتى )١١-11(‏ شروط کون ب توکر للبرناج (۱۲- ۲) أو ( ۳-٠۴‏ ) . وتتج الجموعتين 
٠١ - ۱١ (+ ) ٩۹ ¬ ۲ (‏ ) مباشرة من نظرية مضروبات لاأجرانج » وتعرف امجموعة ( ١١ - 1١‏ ) باسم المؤهلات المقيدة . ومن بين 
حلول شروط کون توكر يكون حل البرنامج ( ۱۲ - ۳ ) إذا كانت (×) » وكل قيمة (8:05 لا مشتقة أولى متصلة ( انظر المسألة 
2( ل 


طريقة الاتجاهات a)lك d METHOD OF FEASIBLE DIRECTIONS‏ 
هى طريقة ذات خمس خخطوات لل البرناج ( ١7‏ - ؟ ) . وتطبق هذه الطريقة عندما تكون النطقة الممكثة لها قم داخلية » ثم تتقارب ,من 
الخد الأعلى الشامل فقط عندما يكون التذريب الأولى « قربياً © من الحل ( انظر المسائل ۱۲ - 18.8 - 4 ) . ولا توجد قم داخلية 


للمنطقة الممكنة إذا كان اثنان من متباينات القيود نائجين من التقارب في متساويات القيود ( انظر المسألة 99 -11) . 


الخطوة ١‏ : حدد تقرياً أولياً مكنا للحل » وعرفه بالحرف 8 
لخطوة » : حل البرناج الخطى التالى فى التغيرات :جوف ...وك رو 


تعظم 3 don‏ = 2 
أ بأن ak‏ اک £ 
علدنا بان 0 drt‏ م 2 2 0x2‏ ار OX;‏ 


2 0 
(8)رع- كت بيقر + 0 ا ام كي 2 d+‏ 





2 2 
(~1) 2 





8 ق8ب... 282 82 
k= 8(8)‏ + ملي 2 + | جرفي 0% 


2 ê 
„+ | d+ 0 E + ky = ~8, (8) 








d=1 (j =1,2,...,n+1) عند‎ 


وهنا (ص,...,2 ,1 > ) بم تكون صفراً إذا كانت (×):ع خطية » وتكون واحداً إذا كانت ():ع غير حطية . 


الحطوة ۴ : إذا كانت ,0 = بي ٠‏ فإن ;8 = *× وإذا لم تكن كذلك » فاذهب إلى الخطرة ٤‏ . 


الخطوة 4 : ضع ."[بف,... بف رر4] = © » حدد قيمة غير سالبة د ۸ » والتى تعظم (۸0 + ۶)8 ١‏ بينا نحافظ على أن تكون 
9 +8 ممكنة ؛ وأطلق على هذه القيمة *۸ . 


الخطوة ه٠‏ : عرف 2*9 +8 ع8 ء ثم مد إلى الخطوة ؟ . ( انظر المسائل 7-151 حتى 11 )1١6-‏ 


SANA 


مسائل محلولة 


Solved Problems 
Zz = 2%, + × تعظم 3 + ور‎ 1-19 
علماً بأن 3 > يبر + ير‎ 


من الواضح أنه لأى قيمة سالبة كبيرة ر × توجد قيمة سالبة كبيرة ر ٠×‏ ميث تحقق معادلة القيود» ولكن 
© ج رر =e‏ 2 ۰ ولا يوجد حد أعلى شامل . 


ووو تصغير xX) + X2+ X3‏ =2 
علما بان 3 ع يعر + زير 
7 = ويد + 3 + رير 


ا هذا البرنامج التصغير غير المقيد ل 
(4 +ع + 1ع داع 
والذى يكون من الواضح أن له حلا . ومن الممكن تطبيق طريقة مضروبات لاجراج على البرناج الأصلى القياسى : 
تعظم و سح وير ¬ ووس = 
علماً بأن 0 >3 دوي + وج 20 
xı + 3x2+ 2x 7= 0‏ 
وهنا ,× وكات ×~ =(د 2× ,)ق ۲ متغیرات » 3= ۸ نيدان 2=" 
X2, X3) = xı + 3x2 + 23~ 7‏ ,دادع 3~ X9) = xX + x2‏ ريع ,رارع 
وتصبح دالة لاجرائج 
)7 - و2 + ويدق + رعد)وم - (3 سوير + 7) ل - لوي — L= (xı ~ xa‏ 


ويصبح الموذج ( 11 - ه ) هو 


سيد - ليج -1- - عد 002 

mM E 1-4-32 =0 

0= 1-2 ع 2 

0 (3 يد + 7ج = زف 

0 SE (+ 3x + 2-7) =0 
2 


~۷۹ - 


وحل على التوالى ( 1 )فى عله (٠‏ ”)ف الم ١‏ (؟)فى 1× >( ٥‏ )فق 2*2( )فى ود ؛ نحصل على الحل الوحيد 
xı = ~Û.5, x= 2.75, and x= —~0.375,‏ ,0.5 ع رول ,0.5- عدوم 
عند 7 1875- > (0,375-) - 2,75 - (0,5-) ص زيرت وير وير = ۾ 


وحيث إن المشتقات الجرئية الاولى ل (وع ,وعد ,)دع 0هة ,(دئد رد« ,)دع ب(د× ,± ,)ر . كل متصلة » وحيث إن 


Ok A 
y= @xı êx» 2x5 | ے‎ | x 1 1 


da û j L1 3 2 
xı x xs 


من الرتية 2 فى أى مكان ( العمودان الأحيران مستقلان حطياً فى كل مكان ). فإن أى من ,0,5 =× 
x = ~5‏ ,5 خ وذ تكون حَلّا أل للبرناج (1) أو لا بونجد حل أمثل . وبالتإحقق من النقط الممكنة فى المنطقة حول ' 
,(0.375- ,2,75 ,0.5-) تجد أن هذه التقطة هى فى الحقيقة موقع الحد الأعلى ( الشامل ) لليرنج ( ١‏ ) . لذلك ء فإنه يكون 
موقع الحد الأدنى الشاملى للبرناج الأصلى عند .5 مح = (1.875-)- = ^2 


5 = (1.875-)~ = "چ 


اماس تعظم : z = šin (xıx2 + x»)‏ 
علماً بأن : 5 > وريد + دري 


ف السألة ٠١‏ - ۲ » قإنه من الممكن التقرير مسبقاً أنه يوجد خل أمكل . وف الحقيقة » بالبحث ء فإن النقط 
x= 0, × 2‏ ,2۷5# = ×. » تحقق معادلة القيد » وتجعل ;1 = ج» لذلك فإنها تمثل حداً أعلى شاملا . 


دعنا نطبق طريقة مضروبات لاجرائج على هذه المسألة » فتكون دالة لاجرائج هى 
L = sin (xıx2+ xs) — A(x 3~ xx — 5)‏ 


لذلك فإن معادلات. لاجرائج تكون 


x2 COS (xıx2 + Xa) 2A xx + A2 = 0‏ عو 
1 


xı cos (xıx2+ X3) + 3A1, x3 = 0‏ د عق 
2x2‏ 

: همن ع سلف‎ (xıx2+ xa) ~ 2A,x x3 = Û 
0x3 
= (xh xx -5)= 0 


وحيث إن هذه المعادلات لايمكن أن حل جيريا » فإننا نستخدم مدخل نيوتن ‏ رافسون . ويكوت النجه امتدرج ومصفوفة 
همى لدالة لاجرائج #الآتى : 
x2 COS (x1X2 + x) ~ 2A, xx + ê‏ 
X1 £05 (xx + xa) + 34x jx}‏ =1 
cos (xıX2 + x) ~ 2Ã x x3‏ 


(3~ xx 5( 


س ا س 


~3 sin (x2 + x5) ~ 2A3 


نم سيم ا سا س س سا ت س سا عم می تا ت سے س سل | ا س سی ع لم سی سے سے ج مت می کے سے س سم سی س س سال س سے مت سی می س س ی س سے س سی کے سی س سے سے سس س کے 


COS (x2 + X3) 
-x% X2 sin (ı2 + x3) + 3A 


أ 
.2 
3 
حر 
ر 
4 
3 
ت 
1 
> 
% 
ا 


-2x 5+ ×2 


¡ + فد حدفت الحدود الكبيرة فى القطر العلوى للمصقتوفة المهاثلة لتوفير اللساحة ) . ونأخذ بالاختيار 
Zo= [-1,1.2.5. 1"‏ 


حست كا بلى ( بتفريب جميع الحسابات إلى أربعة أرقام مؤكدة ) 


هارلة الأولى .[ 135 ` 9003 4068 1350- 13.57 
3- 0.9975 6997 4066 |_ 1- | _ 
5- 9و9و2 0.9975 9003 مالظ ووو i‏ 
0 ` كت 3 13.5 5- 
0.03194 0.1318 0.03845 0.05737 
Hula)" = 0.03845 -0,08206 0.1531  -0.0889‏ 
E 0.1318 0.1531 0.2641 ~0.09044‏ 
0.1040 0.09044- 0.03889- 0.03194 
Zo~ (Hula) Llu, = [-0.9388, 0.8931. 2.279, 0.2353"‏ = 2 
احاولة الثانية 
خاولة الانية 7 1.128 1.524 3236- 2.59 
Ll, = -0.6503 Hale, = 1.524 -2058 09309 -247‏ 
8-- 1.406- 0.9309 1.128 ويد 0.8158- | 1 
0 4018- 2247- 1047 9- 
001 1.418 1.224 080722 ]| 
69 - 2.309 1574 .1.224 أ Hl‏ 
0.1569- 2.404 2.309 1.418 
3 0.159- 009969 0.01391 
ومن ثم "0.01545 ,2.046 ,0.6190 ,1.064-[ = 2ı - (Hula) "VLlz,‏ =2 


وبالاستمرار فى هذه الطريقة نحصل تباعاً على : 
0.001369[7 ,2.099 ,0.5067 ,1:053-] ف رق 
Z4 = [-1.053, 0.4982, 2.095, 0.000009‏ 
Zs = [-1.053, 0.4981, 2.095, 0‏ 
وحيث إن عناصر ,2 استقرت لثلاثة أرقام مؤكدة , فإننا نأخذ ,0.498 > ‡× .1.05- = ؟ × ,0 = ۸ an‏ ,2.10 = ر 
عبد 0 - (ؤ5ع + تدع sin‏ = 2° َ 
لاحظ أن طريقة نيوتن ‏ رافسون قد اقتربت إلى حد أعلى شامل بختلف عن الحد الأعلى الححدد أصلا . 


ENT 


- 4 بدن النظر إلى اللسألة ١ - ٠١‏ » استخدم طريقة نيوتن ‏ رافسون فى 


2 = 2X X2+ 3:2 3 تعظم‎ 
x+ x= 3 ؛ علماً بأن‎ 
L= (2x + xax + 3x2) A(x + x2 3). هنا ا ا‎ 
2+ ا | عرق ديه‎ ~2 1 5-5 
VL= x +34, H=| 1 0 -1 لذللك‎ 
ييز ب يرت‎ +3 1 2x 1س‎ 80 
تأخذ اختياريا 1,111 202 اءوتحب:‎ 
ê 7 1 3 5 اغباولة الأول‎ 
1 -2 1 -2 ° f1 2 -1 
VL =| 3 Hla=|) 1 0 ~1 Hl '= | 2 -4 =4 
1 -2 -1 0 |-1 =4 -1 
Zı * Zo~ (Hula) VLlzg = [1/3, 10/3, 10/3" 0 
امحاولة الثانية‎ 
28/9 و 96م 2- 3 20ر‎ 
VL, =| 0 Hl,=3| 3 0 -3 Hula)" = 35| 6 =4 ~6 
~49 : ~2 -3 0 -9 +6 -9 | 


22 = Zı~ (Hula VL, = [2/3, 8/3, 11/3} 


وبالاستمرار محاولتين تاليتين نحصل على 


2 > 10,6333. 2.6, 36337 
2> 10.6330. 2.599, 3.633[7 


ولا كانت عناصر 2 استقرث أثلاثة أرقام مؤكدة , فإننا نأخذ ,2.60 = 3× ,0.633 52« ,۸=363 عند 
2x? +x x3 + 3x = 017‏ 2*5 


بالتعبير عن قيمة 2. كدالة ( مكعبة ) فى :× فقط » فإنه من السهل معرفة أنه فى هذه الحالة الخاصة اقتربت طريقة نيوئن ‏ 
رافسون من اليد الأعلى انحل . 


9 - 8 ناقش باستخدام الهندسة التخليلية » طريقة مضروبات لاجراتج فى ثلاثة أبعاد 


AY -— 





x 


بالرجوع إلى شكل ١ - ١17‏ تكون المسألة هى تعظيم الدالة (د× ,2× ,»)ل حول منحنى الفراغ ¢ . والذى فيه 
السطحان يتقاطعان . 


B1(%1, X2, x) = 0 and ,دادع‎ x2, x») = 0 


دع ۳ لتكون النقطة فى € التى يحدث عنها الحد الأعلى . من المسألة  - ١١‏ فإننا نعرف أن المنجه ثر يجب أن يككون له 
مسقط صفرى على المماس ل © عند النقطة <؛ وإلا فإن أى إزاحة صغيرة على المنحنى تننج قيمة كبيرة للدالة . لذلك يجب أن 
تقعم م7/|1 على المستوى العادى للمنحنى عند 2 . ولكن هذا المتجه يعبر عنه بالتكوين الخطى للسطحين العاديين عند 
مأوع7 P۶, Vg |p and‏ ۰ بمعنى 


Vf|p = A1 Vgı|p + A2Vgalp or VLİp =0 


20 Ls f~ Aig ™~ A282. : حيث إن‎ 


وتكون المعادلات المقياسية الممثلة فى ( ١‏ ) مى مغادلات لاجراج الثلاث الأول ( ۱۲ - ١‏ ) ؛ وتحدد معادلتا. لاجراج 
الباقيتان متطلبات » وهى أن م تقع فعلياً على © . 
استخدم مدتدل الدالة الجزائية فى 


تعظيم “لود -1) > z = -4- 3)1 - x‏ 
علماً بأن 5 =× + 3x‏ 


وهنا تصبح ( ۱۲ - ۷) : 


£ = ~4 - 3)1 ¬ x7 ¬ (1 - x p3 + 2~ 5(7 


~A = 


وبرناج التعظيم هذا وغير المقيد فى المتغيرين د 204 .بد هو من البساطة بحيث يمكن حله حسابيياً . يوضع 72-0 نحصل 
على : ٠‏ ا 


(+ 3px, + Pıx2= 1+ Sp; 
3px: + (+ px = 1+ SP 


بحل هذه المعادلات فى د× قنخ رع بالتسبه كل :5 نحصل على 


p5‏ ے القت دوه 
4+ (م/01 ره +1 و عد رع 


وحيث إن مصفوفة هى هى ٠‏ 
1 يم 76-18[ „ 
~6pı  ~2-~2p;‏ [ :¥ 


تكون سالبة مؤكدة لكل القبم الموجبة ل .:8 » فتكون ۶ دالة عدبة حددة » وتكون النقطه الساكتة الوحيدة لها هى الخد الأعلى 
الشامل . لذلك إذا آنت مم+ مسوم نحصل على الحل الأمثل للبرناج الأصلى 


وبرت كدوم 1 x= x1‏ 
عند .45 -2(2ع -1) ¬ ازع -3)1 سجس ع *2 
17-5 أستخدم مذخيل الدالة الجرائية فى ٠‏ 
تصغير : 1 +12 - و + زوم سرج = ۾ 
علماً بأن : 6 - وير +ع + قوع . 


بوضع هذا البرناج فى الضيخة القياسية » يكون 


تعظيم : 12-1 - ويد) - توي ب ,بر)- حاير 

علماً بأن : 0 16 - وعد جوع داع )0 
للبرناج )١(‏ يصبح ( ۱۲ - ۷ ) 

تعظم  :‏ 16(2 سوم + ع + بعرم 1(5-1 سوم) - ”لير سريت ع2 زفق 
المرحلة الأولي : نضع 0.02 -,م فى (1) ع ونعتبر البرناج أ 

تعظم : 167 1ه مقع + 0.023 -1(2-1 حرم - x‏ ¬ معت د 2. فيه 


تأخذ بالاختيار 0[7 ,10,0 كمتجه أولى » ونضع 1= ۾ ٠‏ ونطيق بحث امط ( فصل )١١‏ على 
البرناج (©) . فتكون النتيجة بعد 78 تقيم دوال هى "[1,1,1] عند 


17)01.1,1(>-1 و‎ gl, 1, 1)= ~13 


¬ Af — 


المرحلة الثانية : حيث إن 0  -13#‏ (1,1,1)رم » فإن القيد فى البرناج )1١(‏ لا يتحقق . ولتحسين هذا الموقف » نزيد 
قيمة دص فى (5) إلى 0.2 ء وتعتير البرناج 


تعظم  :‏ "(16 - × +× + )0.2 - 17-1 -و) - x‏ ¬ ع 
بأد ”[1 ,1 ,1] من المرعلة الأولى كتقريب أولى » نطيق بحث الفط على (4) » ونحافظ على 1= ۾ . 


تظل النتيجة 1,1,1[7] , مما يدل على أنه لا يمكن أن يتحقق القيد بالأعداد الصحيحة . 


المرحلة الثالغة : حيث إن زيادة :2 لا تخسن الحلى الحالى » نعود إلى البرناج (۳) » ونخفض # إلى. 0.1 ١‏ ونعمل بحث 
نمط جديد مرة أخرى باستخدام ”[1 ,1 ,1] كتقريب أولى '. وتكون النتيجة 


f(5, 1.5, B= ~1 عند 0.1875 = )1 ,1.5 ,8:(1.5 و‎ 


٩ - ٩۲ جدول‎ 


الحجه الباق ٭ 
م ادا 
1- 1 1 
21 
1- 
1- 


-10 
-0 


--0 





1 
2 
3 
4 
5 
6 
21 
8 
9 


بالاستمرار فى هذه الطريقة .نكمل الجدول ١ - ٠١‏ . وباستخدام تائح المرحلة ٩‏ » نستنتج أن ,1.003« وير 


x = 1.496,‏ ,1496 = 9 عند ,1.000+ > *2 اء وهذا يقرب الح الأمثل إلى برناج التصخير الأصلى . 


وبالتفتيش يكون الخل الصجيح هو 


/5 
x= x= (&) = 1.4963 x =1 


عند 1 = *2 ٠‏ وبهذا يؤدى مدخل الدالة الجزائية إلى أربعة أرقام مؤكدة ء وهذه نتيجة جيدة . 


ودام تعظم : 1 ۆر وچ ¿z=‏ 
علماً بأن : 0 = 4 - و3 + ر×2 + × 
Xx; ~ 19 = 0‏ 


كل التغيرات أعداد صحيحة 


= ۵ سه 


تطبق طريقة الدالة الجزائية على هذا البرناج » على أساس أن بحث الفظ يبدا من افقريب الأول ذي الأعداد الصحيحة . مثلاً 
. 0,0,0[7] . وباستخدام 1= ۸ خلال البحث . ومنه نستنتج الجدول ۱۲ - ۲ » وتجد أن 
e x 1, x3 = ~27, x= 19,‏ 1091~ = 2° 


جدول ٩۴‏ ¬ و 








8-07 اشرح كيف يمكن تعديل الدالة الجرائية لحل البرنامج ( ١ > ١١‏ ) إذا. أيف شرط اللامبلبية . 
احصلى غل التقريتٍ الأول بعناصر لا سلبية فقط » ثم قد التحركانته الاستكشافية للمتجهات الين تحقق شرط اللاسليية . 
وهذا يمكن تحقيقة . وذلك يمل البالة الحدفية دالة جزائية عندما يحدث وق لشروط اللاسلبية + بمعنى أن (706 تُقيُم بقيمة 
كبيرة سلبية » ربا ©1103 ؛ عددما يكون أى عنصر ق الميجه المنوش 6 سالياً . 


3١ - 5‏ حل الوناج اتال باستخدام شروط کون ہے وکر : 7+ 010+ أ 


تعطع : ٠‏ ×5 + ×10 + ,2£ وچ12 - و6 + ر4 101+ 51 
لما بآن : 4 Xt 2x +X‏ 


كل المنغيرات لا سلبية 


نبدأ أولةً بالتخويل إلى ا#فوذج ( 17 - 7 » ثم ندخل مربعات المتغيرات المساعدة , فتحضل عل | 


تصغير : دكدة - 1032 > ع2 + و12 + وم ع6 - ويرك +10 5x3‏ - ير = 2 


2 

علما بان : 0= × + 4+ و× ر2 د ر 
0 =“ رع o EE‏ 
0= ×+ حم 


E: x7 =0‏ ا 
لهذا البرئاج تكون دالة لاجرائج هى 
5x - 103 + Axa Xx + 12x3 + 2x1 - 102 - 5x3‏ ب آي د 1 


x8) A(x + +43‏ + يع ح)ده- زوع + )يه - (يد+ 4 ج وير ب و2 ب ري )ريل 


SAAS 


وبأخذ المشتقات الموضحة فى 15 -5), ٠١ - ١9‏ ) نحصل على 


4x 6x + 2+ + 2 0‏ + وو د اق )0 
ةق 

21+00 +10- ج12 جررة +يرور-  2E‏ 0( 
2 

۳ عل‎ - 205~. xı + 12x2 5+ A1 + 4= 0 
êL 1 

2 $k = 2= 0 
aL . 

(8) 2 = -2 x = 0 
aL 

0 > سح إل 

2 = 2r =0 

(MM 2 E = x + 2x + = x40 
L_1 

@ 3: xı x5=0 
BE a 

(۰) a xê=0 
aL 

= و سے ے ےک 1 ١‏ 

AY» 3۸. ^7 0 


يمكن تبسيط المعادلات . عَيّن 


3ع رى 


المعادلات من )٤(‏ إلى (۷) تعضمن على التوالى أن إما A3 OF x6, laj e A2 OF Xs, laje Ar OF Xe,‏ إما Aa or x,‏ 
نساوی صفراً > ولكن من (5) حتى (۱۲) 7× وخ رود ,م تكون صفرية إذا كانت ققط 5 رويد ربع برو 
صفرية على التوالى . لذلك فإن المعادلات من (4) حتى (۷) » من )٩(‏ حتی (۱۲) تكون مكافة للنموذج 


0ع رورم 


ل اه 
مم 1١‏ 
Ax» = 0‏ 0 


0 = وھ 


ويوجد ١5‏ حلا هذا الموذج 
أحد هذه الحلول هو .0 > و > وم عروم > رق . بالتعويض بهذه القم فى (۸) » (1) » (۲) ٠‏ (7) والتبسيظط » تحصل على 


اثفوذج الخطى 
xı + 2x2 = 4‏ 
2x + 4x2 Ar = ~2‏ 
Ax, ¬ 10x2 + 2A: = 10‏ 
6x, + 122+ A+ A44 = 5‏ 


NAV 


الذى له الحل الوحيد 14.53 ملم 280 ,1764 - له ,0.5294 ح يد ,2.941 عد ,د . وهذه النتائج مسجلة فى الصف 10 
من الجدول ٣ - ١١‏ ( الأرقام الثقيلة فى الجدول تناظر حلول 0 17) . 
کحل آخر ل (۱۳) هو .0 =× == ×= رو ء بالتعويض ببذه القم فى (۸) > (۱) ۰ (۲) » (۳) والتبسیط » 


نحصل على الفوذج الخطى 
4 =0 
2- = 4+22 
10 = ول + ,2۵ 
5 =+ 2 


الذى ليس له أ حل ؛ ا هو مبين فى الضف 16 فى الجدول ٠١‏ - © . والاحّالات الأخرى تغامل بالمثل » وتبين النتائج فى 
الجدول ٣-١۲‏ . 

الصف الوحيد فى الجدول ۱۲٠‏ - ” الذى فيه مدخلات. لا سلبية لكل المتغيرات » ؟! هو مطلوب لشرط كون - توكر » 
هو الصف 10 ..والآن .. حيث إن (2700 2 »و 4+ وير يج يبر د ()ع 


لها مشتقات أولى جزئية متصلة » فإن أحد شروط كون بب توكر يجب أن تعكس الحل الأمثل لبرنايج التعظيم » ولكن شروط 
کون س تو کر هنا نما حل وحیدہ وبالتالى 0 = 3× ,0.5294 = 3× ,2.941 = × تعطى 3235 2 *2” لبرناج التضغير 


14.36 -8 





2.941 0.524 











اڪ 
































11-59 حول البرنايج التالى إلى الموذج (؟1- ؟): 


ت ودر 5.6 - 5527 + 2.81 +127 اع 
(Y ~5.6 xx + 23X3 ¥ 23x3, = 12x23 ~ 12X3x2‏ 
علماً بأن : 0 zx;=‏ ادوع xı+‏ 
9x, + 7x» + 10x4 = 80 0‏ 2 
كل المتغيرات لاا سلبية 


بضرب الدالة المدفية فى 1 , محصل على 


تعظم : 56X2‏ + 55.23 - 2.85 ~ 12~ = 2 
23x + 22X3 + 12‏ -- وعد م23 - و جروج 6. 5+ 


52 
وتكون متباينة القيد مكائقة للمتساويتين 
0 10~ کک وبر س وبر اس رر و 0 10 كع وير + وير + يعر 

ومن ثم فإن مجموعة القبود يمكن أن تعطى فى 
0 10000 -يم + يبر Xxı+‏ 
0> 10000 +× سوير ~~ 25 
9x; ~ 7x2 10x + 80 000 = 0‏ ~ 

الاصطلاحات الرياضية (۴) » )٤(‏ بإضافة شروط اللاسلبية على المنغيرات تمثئل الصيغة القياسية لهذه المسألة . 


ويمكن الآن حل المسألة باستخدام شروط كون ‏ توكر ( انظر المسألة ١+‏ - 68 ) . وهناك حل آخر يُعطى فى المسألة 
( 1-۲ 


4١ - ۲‏ كيف يمكن استخدام مدخل الدالة الجرائية فى حل المسألة ۱۲ - ١١‏ ؟ 


يمكن أن يتحول القيد الثانى (۲) ف المسألة ( ١١ - ٠١‏ ) إلى مغساوية بطرح المتغير الزائد 4د من الطرف الأيسر . ويمكن 
بعد ذلك حل امموذج المتكون من (7) » )١(‏ ء (۲) بمدخعل الدالة الجزائية المعدل » م فى المسألة ر1۴ = هو). 


9 - ۹۴ استخدام طريقة الاتجاهات الممكنة فى 


تعظم : ود + ور اج 
عنما باد 3 ک2 س ررر 
4 = ر×2 + 3x,‏ 


كل المتغيرات لا سلبية 


ضع ( ١ - ١١۲‏ ) فى الصيغة القياسية » ويكون البرنامم هو 


تعظم : و + 22 
علماً بان : 350 — xx ¬ 2x2‏ وى 
50 24 ~22 + س3 3 
~x SÛ‏ 
50~ 


NAA بح‎ 


[ )6( رق يوعد + رك‎ 06( > xax 2x23, g(K) = 3x + و2‎ 24, g(K)= —x, and g4) = وهنا بيب‎ 


2-1 0 1 5 
on re? 
د‎ 2 
2-1 4 38l0 
O. 


وأكثر من ذلك (06:ه تكون غيز خطية » بيغا (×)ءع لد ,(×)دع ,():8 تكون كلها خطية ؛ لذلك 
kı=1 and k= kı=k.=0‏ 
فى البرناج ( ۱١ - ۱١‏ ) . 


الحطوة ١‏ : اختيارياً نعطى 8 عيمة أولية هى "[1,1] .؛ والتى تكون ممكنة . 


الخطوة ‏ : عند هذه القيمة ل 8 يصيح اليرناج ( 1۲ - )١١‏ 
تعظم : وك سج : 


غلم بأن: 0 0 عمجيل له 
4 كيل جيك حرق 
19 ` ي24+رهة 


-dı =1‏ 
d2 =‏ ~ 
عبد 1= dı‏ 
da =1‏ 
1 كدول 
وحله 1>دك ,0 ديك ,1 4 


الخطوة ٣‏ : 140=يل 
الخطوة 4 : "[1,0] =0 حيث إن 


(1-6) =f(1+4,1)= 2+4 


والتى تصبح كبيرة عندما تؤول 4 إلى ه. . وللحفاظ على ”[1 ,4 +1] مكنة ء مع ذلك ؛ لايمكن أن تظل 
+ أكبر من 4 إذا تحقق القيد الأول في البرناج ( ١‏ ) + وليبت أكبر من 19/3 إذا تحقق القيد الثانى . لذلك 4ك *لم 


الخطوة ه : 


الخطوة » :2 ببذه ال .8 العدلة يصيح البرتاج ( ١١ - ١١‏ ) هو 


2= da تعظم‎ 
~dı— d+ dı0 علماً بأن‎ 
d,+ 3d+ dı0 
3d, + 2d2 E 
-4 =5 
~ و4‎ s1 
dı =1 
dı عند : ا‎ 


1 
وحله هو .1/2 =رھ ,1/2- dı =1, d=‏ 
النطوة ۳ .12#0 d=‏ 
الخطوة > : p= i.‏ إذاً 
Af ])=16+a1-= 6+‏ ]( 
والتى تصبح كبيرة عندما تؤول ۾ إلى ت . وللحفاظ على ”[5+4,1-44] مكنةء مع فلك » 


لابمكن أن تكون أكبر من 3.5 إذا تحقتى القيد الثانى فى البرناع ( ١‏ ) » وليست أكبر من 2 إذا تحفق قيد 
اللإسلبية فى 2 ( ويتحقق القيدان الآعران فى البرناج ( ١‏ ) لأى اختيار لا سابى ل م لذلك 


2م 


الوا اه 
الخنطوة ه : 





بالاستمرار فى هذه الطريقة نكمل الجدول 1١7‏ - 4 . وتبع ذلك أن 0531373 - ١5‏ .7.64575 - ؤم 
عند 2 = 0.531373 + 7.64575 - (3ي , 3ب)/ د هج 


54-59 بين أن الحل العطى فى المسألة ۱۲ - ٠۴‏ ليس أمثل . 
يمكن كتابة القيد الثانى للبرنامج الأضلى کا بل 


اکا 
3 2512 


والذى بين أنه إذا كانت 0<ي ء فإن .12> 2 .. ومن ناحية أخرى .. إذا كانت ,0 ع رد » فإن ,12 كديع > 2 . 
ويتبع ذلك أن الحد الأعلى الشامل هو 2 عع والمفترض عند: .12 د بر ,0 ع 5ب ء والحل الذى حصلنا عليه فى المسألة 
١۳ - ۲‏ هو حد أعلى على مقيد ؛ وتكون طريقة الاتجاهات المبكنة قد نحصصت الحد الأعلى الشامل باختيار 8 مبدئياً قربية 
من 10:12[7. 0 


١8 ۲‏ ترجم بالرسم طريقة الاتجاهات الممكنة 


تنتج طريقة الاتجاهات الممكنة اتجاهاً. 2 يمكن التحرك غليه من .8 أفضل تقريب حال ل *× لتحقيق قيمة أفضل للدالة 
الهدنية . وهذا التحرك ممكن فقطٍ إذا كانت 0ك ورغ » وبالتالى *2 تمثل أكبر حجم خطوة يمكن أخذه . ويوضح شكل 
٢‏ -؟ طريقة الحل للحساباث ف المسألة ١-15‏ 





3 > 2 - رايد | ' 


مسائل مكملة 


Supplementary Probléms 


15-59 تحظء gaxe er‏ ` 
علماً بأن 0 ع قير +27 
Y~ 9¥‏ تعظم ل z=(-1P+x‏ 
علماً بأ 4= + xî‏ 


aA 


z = xı ¬ 2x? + 2x2 — 2Ë تعظم‎ A~ 9¥ 
xı + X252 علما بان‎ 
كل المتخيرات لا سلبية‎ 


4-55 تصغير 3425 + دعر 24 - ودر عر28 - 465 + 145 +2427 دع 
علماً بأن 100 = 11x, + 9x, + 12x‏ 
x+ x= 40 ١‏ 


كل المتغيرات لا سلبية 
بأن 4 x=‏ + 


xX = 3 


كل المنغيوات لا سلبية 


z + 3x, + 4X25 8 تعظم‎ fe — 0¥ 
علماً‎ 


حل المسائل 7١-15‏ حتى ۱۲ - ٣‏ حسابیاً مضروبات لاجراج ‏ وعددياً إما بطريقة نيوتن س راقسون » أو بطريقة الدالة 
الجرائية . 


۷-١١ المسألة‎ ١ - ۴ 


0 تصغير وا + 2ر = 7 
علماً بان 1 عدوم مير بتع 

YF ~۹4‏ تعظم دوعر + 1× = 2 
علماً بأن 16 4x+ x=‏ 

2x + 3× = 5 


54-5 أوجد النقطة على القطع المكانىء 4 = *ر الأقرب ما تكون إل النقطة (1,0) . 


۲ - ۲۵ استخدم مضروبات لاجرائج لحل المسألة 15 - ٠١‏ بدون شرط اللاسلبية . وبناءً على النتيجة .. حل المسألة مع وجود شرط 
اللاسلبية . 


٠١ - ١۲ حل المسألة‎ ١ - ۴ 


1~ ¥ تصغر 2+3 + ]=2 
علما بان 3 = XXX‏ 
3 > وي سوير + 


۴ - ۲۸ حل المسألة 77-1 بإضافة قيد أن كل المتغيرات أعداد صحيحة . 


z2 = x + 2x2 + X3+ XiX2 4 X3 تعظم‎ 4 — 4 
7+ 3+ ×= 5 علماً بأن‎ 
8x, + 14x2 + 7x3 = 56 

كل المتغيرات لا سلبية. 


عو 


امم تصغير 1 + xx‏ ألم 2ع 
علما بان 4 = ر×3 + چ2 + ,× 
xx = 19‏ 

۲ - ۴۹ حل المسألة ١١‏ - 1۸ 


۲ - ۴۲ حل المسألة ۱۲ - ٠۹‏ 


۲ - ۴۴ استخدم طريقة كون .توكر فى حل البرنااج المعطى فى المسألة ١١ - ١۲‏ 
حل السائل ۱۲ - 84 و ١١‏ -ه"” بمدخل الدالة الجرائية . 


4-5 تصغير 1 يم +22 سرع دم 


x¬ 2x علما بان سان‎ 
xî+4xjs4 


2= n (1+ x) + 2 (1+ 3:) تعظم ا‎ e-1۱۲ 
Xx F252 علماً بأن‎ 


كل المتغيرات لا سلبية 
( ملحوظة : بسط المسألة بتعظيم *» » وجعل القيد متسارٍ ) 


۴-۲4 تصغير 2(7 ~ م( + 27 z2 = (ı~‏ 
علماً بأن 3 ک2 + 
8x, + 5x2 = 10‏ 


عند #2 د :#0 لاسلبية 


TV ~1۲‏ تعظم و3 + × = ۾ 
علماً بأن 3 xx‏ 
وع ةع +21 


جد 0.03 الا سلبية 


- ١8ج‎ 


الفصل الثالث عشر 


البرمجة التربيعية . 


Quadratic Programming 


STANDARD FORM الصيفة القياسية‎ 


اليرناج التربيعى العام للتعظم له المصفوفة ذات الصيغة 
تعظم : ×" 5 %"CX+‏ = ۾ 
علماً بأن : AD AXSB‏ 
ع لوم 
والذى فيه المصفوفة المتائلة © سلبية ونصف مؤكدة ( انظر الفصل )1١١‏ 
وشرط .© الذى لم يكن موجوداً فى التعريف الأصل للبرناج التربيعى ( فصل ١‏ ) يجعل 2 دالة محدبة ( من المسألة 54-1١‏ ) » وذلك 
يضمن أن أى حد أعلى محلى فى النطقة الممكنة المقعرة سيكون حداً أعلى شاملا فى هذه المنطقة . وتفرض شروط اللاسابية » غير الموجودة فى 


الفصل ١‏ . لمساعدة خخطوات الحل » وإذا لم توجد أصلا » فإنهم يمكن دائماً أن يتأثروا بالطريقة العادية بالتعبير عن المتغيرات اللاسلبية . ومع 
ذلك لاحظ أن هذا التعريض سيحول المصفوفة الأصلية السلبية المؤكدة إلى مصفوفة سلبية نصف مؤكدة فقط . 


وتحل البراج التربيم, 'تصغير بتحويلها إلى برامج تعظم من الصيغة القياسية ( انظر المسألة )١ - ١۴١‏ 


A KUHN-TUCKER $¥STEM  ركوت نظام كون س‎ 


ينتج من تطبيق شروط كون ‏ توكر ( انظر الفصل ١١‏ ) على البرناج ( ١ - ١‏ ) أن الحل الأمثل لهذا البرناج » إذا تواجد » يجب أن يحقق 
معادلة المصفوفة الجديدة 
(Y~) ÃY= Ê‏ 


FA lh % @ 8 
a= [e ب ]5[ =8 ته يق ره‎ 


إذا كانت ۸ من الدرجة ٭ × ™ ( أى أنه إذا كانت ( ۱۳ - ١‏ ) تتضمن و متساویات فی م متغیر وکا ١,‏ وول ررد ) فإف رال 
ولا تكون متغيرات أحادية من الدرجة ,35 7 884 +7 6 5 على التوالى ؛. 05 200 ,ر0 ,0 تكون مصفوفات صفرية من الدرجة 
mM Xn. Xm, and n Xm‏ على العوالى ؛ 8 تكون معجها ذا بعد للمتقيرات المساعدة [8 » ۷ يكونان معجهين من 
مضروبات لاجرائ لما +7 3۸4 عنصر على التوالى ( انظر المسألة ١۴‏ ¬ ۸) . 


تنطلب شروط كون ‏ توكر أيضاً أن الحل الأمثل ل ( ١ - ١١‏ ) يحقق المعادلة 


(~۳ ( UTX+ VS =0 أو‎ 87-0 


س = 


حيث إن 


Ys 


تع م بوص 


وأخيرا تتطلب شروط كون - توكر أن كل التغيرات. تكون لا سلبية » مني .0 2< 2 ' 


طريقة فرانك وولف THE METHOD OF FRANK AND WOLFE‏ ` 
“هل التمريقة ا انق خطوات لحل ( 1 - ۰)۲ 0-76 ) ع مبنية على طريقة السمبلكس ٠‏ والثى تحاتظ أؤتوماتيكياً على عل 


المتغيرائته لا سلبية 
لاستنخدام طريقة السميلكس يجب أن تكون 8 لا سلبية » ولذلك إذا كان أحد عناصر Ê‏ سلبياً » فيجب أن تضبرب معادلة القيد المناظرة. 


ق 1-. 


7 


. وتحده الحجهات الجيدة ,¥ قرو 8( معجه ل الال ) ثم تعدل تسق حتى تمتوئ. يللا على الل الأمثئل . 


حدد الحل الأساسى الممكن ل ( ۷۳ ب + ) . وأطلق غليه ۶ .¥ » ويمكن أن يوجد هذا الحل بإضافة متغير . 
صناعى. لكل معادلة قيد » ثم تطبيق || لريقة ذات المرحلتين لتصغير ممموع هذه المتغيرات الصناعية عدد 4 من المرات » 
حيث تمثل 24 تكلفة جزائية موجبة كبيرة جداً . وإذا لم يمكن الخصول علي حل ميدث خالى من النفيرات الصناعية ». فإن 
البرناج التربيعى الأصلى لا يكون له حل . 


أوجد قيمة 8797 عم 8 إذا كانت 0= @ + فإن *لا تكون أول عتصر # .ء٠‏ وغل البرناج بعد ذلك . وإفا 
كانت 0عوه ١‏ فاذجب إلى الخطوة ۳ . . 


استخدام المدف الخالى 1 
تعظم 77 = ۾ 

طبق محاولة واحدة لطريقة السمبلكس على هذا الهدف متصلاً بمجموعة الحالية للمتغيرات الأساسية وجدول القيد الذى يجدد 

هذه المتغيرات . وأطلق على هذا اليل المعدل ,¥ * : 


أوجد قيمة ,8.55 إذا كانت 8,0 ء فإن *& تكون العناصر » الأول فى ¥ ء ويمكن جل 
البرناج . إذا كانت ,0 8# فاذهب إلى الخطوة م . 


أوجد قيسة .8*17. إذا كانت ,48م 7و7 » اهب إل الخطوة > » وإفا لم تكن كذلك , فَمُد ِل انلخطوة ۳ » ونفد 


عاولة أخرى لطريقة السمبلكس . 
0 ب ¥ BPP‏ ع 
أوجد قيمة 0-7 ”لأس 0 


ضع لاع 2 8 -:ثقء وعُذ إلى الخطوة * . 


احسب الحجه .(لا- م سج . أظلق على هذا المججه المعدل ۴ وعد إل الخطوة ؟ . 


= ۹۹~ 


تطبيق لیل بورتفو ليو ( محفظة الورق ( AN. APPLICATION TO PORTFOLIO ANALYSIS‏ 


إذا أريد توزيع مبلغ ثابت من المال ء بين عدد م" من الاستهارات الختلفة » وكل منها له تاريخ معروف من العائد . ومشكلة محفظه 
الورق هى تحديد كم التقود الذى يبب أن يمخصص لكل استئار » بحيث يكون العائد الكلى امتوقع أكبر من أو بساوى أقل كمية مقبولة مل 
ويحيث يكون الاختلاف' الكلى فى المدفوعات المستقبلية أقل ما يمكن . 


دع (1,2,...,8 ع ) بعد قشل كمية الانفاق الخصص للاستهار غ ؛ ودع ع تتمثل العائد بالدولار للاستؤهار ,غ فى الفترة الزمنية 
م فی الماضی .(صى. .. ,1,2 ع ()k‏ . وإذا دلت المدفوعات السابقة على الأداء المستقيل » فإن العائد المستقبلى للدولار من الاستثار i‏ 
يكون 


(4-۹۳) EB, = i 
م2‎ 
ويكون العائد المتوقع من كل الاستهارات مجتمعه هو‎ 
(٥-۱۳ ( E = Ex, + Bax) + °°° + Bn 


وكمقياس للاختلاف الكلى فى المدفوعات المستقبلية » مبنى على أساس العائد فى الماضى ء فإننا نختار الكمية 


و« 
قل - ممتملا + ° °° + j Guti + xata‏ 
د = =2 CTE‏ 

P 


بمعنى المتوسط خلال المدة الزمنية المنقضية 2 لربحات الانحرافات بين العائد الكلى من تخصيص (مد : ... رول ,:ة) » وقيمة العائد الكلى 
المتوقع ( بلغة الإحصاء تسمى الككمية ( ١7‏ ,5 ) التباين للعائد الكلى » ويمكن تسميتها 2ج ) بتعويض ( ١‏ - 8 ) فى ( 5-18 )ء 
وإعادة الترتيب » فإنه يمكننا التبسيط م بلى . 





> Mis 


Er)xı + (xa = Ex + °°° + (a ~ En )xn}?‏ = يرند)] 


PP ~ EJ(xy = Ex; 


8 
22 ox 


j=1 


“۴ ( 


1 
1 


8 


ونيا يكون التباين المشترك )له )م = (a = Ea = E )= Û xes‏ 


kol 


3 


1 
= لم 
ممم ” ( 


من ( ٩= ٩۴‏ ) يظهر أن كمجموع مربعات : تكؤن سلبية لکل قم سلا ٠ ٠‏ وود ,ا٠‏ » وهذا يعني أن المصفوفة المنائلة [قماعم ع 
فى ( ١١‏ - ۷ ) ء مصفوفة التباين المشترك » تكون موجبة نصف مؤٌكدة . 


ولذلك يمكن وضع تموذج مشكلة محفظة الورق فى صورة البرناج التربيعى 


8R # ١ 
z= Fy Jy ox = KCK : الصغير‎ 
ي 1ع 1ع‎ 
A-۳ ( علماً بأن :”ع يي ++ ار‎ 
Ex + +يتوظ‎ ٠٠١ + باع مقرل‎ 
كل المتغيرات لذ .سابية‎ 


ستكون ( ١7‏ - 8 ) غير ممكنة إذا كانت ر عالية بدرجة كبيرة . 


اورت 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


١-۴‏ ضع البرناج التالى فى الصيغة القياسية 


تصغير  :‏ و5 1034 + 26 - و×ر×12 - ر×6 + ر×4 - 3ر10 ل +١‏ 7 = 2 
علما بان : 4ع ود ديم Xx‏ 


كل المتغيرات لا سلبية 
هو ظاهر فى المسألة ؟١‏ - ٠١‏ هذا البرناج يكون مكافاً ل : 


2 = x 5x 10x} + 4x x2 xx + تصغير : ع5 - 102 > ج26 + دجوع12‎ 


علما بان : 4~ کول ر2 س ویر 
( 
كل المتغيرات لا سلبية 
أو فى صورة المصفوفة : 
تعظم : xı‏ ب× || 3- 2 1ب 
٣‏ م |[5-,10-,2] + ]| مع || 6© 5- 2 إإدx,xx] z=‏ 00 
3 3 0- 6 3~ 
x1 1 a‏ 1 
عاما بان : 5-4 | x‏ | 1~ 2- 1~{ 
¥3 
عند 0=× 
يكون البرناج )١(‏ فى الصورة القياسية عند 
2 3~ 2 1س 
0- إعدط 6 5- 2 ]مم60 [4-] عه ]1~ A-1,‏ 2( 
5- 10- 30086- 


وتكون المصفوفة € سلبية » نصف مؤكدة » 5 هو المطلوب ٠‏ وحقيقة » فإنها سلبية مؤكدة ( انظر نظرية 11- 1) 


05-1 حده تموذج كون د توكر للبرناج القيابى فى المسألة +9 - ١‏ 


تصبح المصفوفات الحددة فى (۲) ف السألة ١ - ١۴‏ وهى ( ٣ - ١۳‏ 


x 
2 
0 الا ا‎ 4 
0) 2 0-4286 0 1-1 0 0 )-1|| »|-| 2 
-4 10 ~12) 0 1 0 -1 0 !-2 «ı1 -10 
6 -12 2010 ' 0 0 -1 ١-2[| م‎ -5 
43 
Vi 


سا1 هم 


وتصيح ( ۱۴ = ۲ ) 


0ع | أيه بوه رمع ررض {n Ha, Ua, D1,‏ 22 


وتكون المعادلات )١(‏ » (؟) بالاشتراك مع شرط أن كل المتغيرات لا سلبية تكون تموذج كون ‏ توكر . 


١ - 99 حل البرناج المعطى قى المسألة‎ ٣-۴ 
؛‎ ١ - ١5 يقع الحل الأمثل هذا البرناع ضمن الحل المرتيط بدموذج كون . توكر ء وهذا اموذج حضلنا عليه فى المسألة‎ 
ونحى نموذج كون  توكر بطريقة فرانلك » وولف‎ 
» كخطوة أولى , نتحقق ما إذا كانت ل لا سلبية . وحيث إا ليست كذلك » نضرب معادلات القيود الأول » الثالث‎ 
فى 1- ونحصل على‎ ۲ - ٠۴۳ من المسألة‎ )١( الرابع فى‎ 


4 = روعوه +2 لور 

2x 4x + 6x3 ~1 سن“‎ 2 
4x - 10x2 + 12x; + وي‎ + 20, =0 
=~ 6x + 12x ¬ 20x3 +u+ عدون‎ 5 


المنطوة ١‏ : لايجاد حل أساسى ممكن مجموعة المعادلات السايقة ‏ فإثنا ندخمل متغير صناعى فى كل معادلة » ثم نقلل مجموع 
هذه المتغيرات الصناعية عدد 84 من المرات . وبالتبادل نرى أن دلا 888 دن يمكن أن يستخدما كبتغيرات 
أساسية لحل المعادلتين الأخيرتين .(5 > ونه 4هة 10 عتريع » بحيث نمتاج إلى إضافة ‏ 0« 4مة :ب« إلى 
المعادلتين الأوليين فقط على التوالى . بعمل ذلك » وتصغير 2« + س١‏ باستخدام الطريقة ذات المرحلتين » 
نوجد الجداول رقم ۱ » ۲ » ۴ . ( تقرب كل الحسابات إلى أربعة أعداد صحيحة ؛ وتوضح عناصر انحور 
بنجوم ) . ويمكن قراءة الحل المبدثى من الجدول * مثل . 


]0, 1.375, 1.25, 0, 0, 8.75, 13.5, O] 


والذى نطلق عليه كلا من سملا و م 


لك ا 





۰-144 - 





الخطوة ؟ + أ 
1375 
1.25 

0 = PTY. = [0, 8.75, 13.5, 0, 0, 1.375, 1.25, 0} = 57.81% 0 


8.75 
13.5 
j 0 


الخطوة ٣‏ : يكون ادف الحديد هو تعظم 


„ = TY = —[0, 8.75, 13.5, 0,0, 1.375, 125,0 | 


د05 - دن 1,25 - ين 1.375 ~0 x2 ¬ 13.5 - 0s‏ 8:75 ¬ 0 ع 
بتبجميع هذه الدالة الحدفية مع معادلات القيود والمتغيرات الأساسية المعطاه فى الجدول ؟ , نوجد الجدول 6 . 
وتؤدى عاولة واحدة لطريقة السمبلكس إلى الندول ه » ومنه قو الخل . 

]2:5, 0,75, 0, ©, 9, 3.5, 11,0[7 


5 


ويصيج هذا المحجه هو ينه المعدل 


س لالد 


0.75 
0 
0. = FTY. = [0,7.5, 11,0, 2.5, 0.75, 0,0] =1125¥0 
75 
11 
0 
6 جدول‎ 
2 E د‎ 5 3 3 o 
0 -875 -0 : 









25 EN 
075 سماو‎ 


PTY. = [0, 8.75, 13.5,0,0,1.375,125,0] | ° |= 30.63‏ 
75 
11 
الذي لا يقل عن ولا یساوی 
28.91 =)57.81( = 30 
الخطوة ۲ : حيث إن ۴ م تعدل بعد » يقى ادف دون تغير » ويقى جدول العائد هو الجدول ٠‏ . وبتطبيق طريقة 
السمبلكس مرة واحدة على هذا الجدول تحصل على الجدول ” . ويصبح الحل النانج من الجدول 5 هو ¥ 
المعدل »> وبالتحديد : 
]1.765 ,14.53 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0.5294 ,2.941] عملا 


س 


2941 E 
الخطوة 4+ 0.5294 ا‎ 
0 
0, = ¥TY. = [0,0, 14.53, 1.765, 2.941, 0.5294, 0, 0} 
0 
14.53 
1.765 


=0 


لذلك تكوّنِ العناصر الثلاثة الأولى من لا الخل الأمثل لبرنائج التصغير الآصلى  »‏ بعنى 
,50× د ,0.5294 -2.941,1 5ع عد .3.235 م +2 قارن بالحل التاتج فى المسألة 
¥“ . 


4-۳ حدد مصفوفة التباين المشترك لبياناث الجدول ١ - ١١‏ التى تمثل العائد ( بالسعت ) لكل دولار مسشمر 





لتطبيق ( ؟١‏ - 8 ) فإنه من المناسب إعادة جدولة البيانات م فى الجدول 18 - ١‏ 


۲ - ٩۳ المجدول‎ 





الجموع 
407:0 يزه س رقم 
وتكون مصفوفة التباين المشترك هى 


= (= 


دم حدد مصقوفة التباين المشعرك لبيانات الجدول ١+‏ - 7ع والعى تمثل العائد ( سنت ) لكل دولار مستخص . 


الجدول ١9‏ - م 





من اجدول 5-1 
46 
56 - ةذ - 27و رای د 
23 ے (43(0 - 3 درون ديزن 28 = e‏ -22 ديقم 
12 60 - 222 د ينم - يذو ووه - 60 6 درتو 
25 5 25 5 
لذلك 
23 56~ 12 
C= ~56 2.8 -12‏ 
 -12 552‏ 23 


٠ - ۴۳‏ ملاع أحد الأفراد 10000 دولاراً للاستهار » وقد .حدد ثلاثة بدائل نقدية كفرص استهار جذابة . فى السدوات الخمس السابقة 
كانت المدفوعات كا هو موضح ف الجدول ١5‏ - 7 ( سنت لكل دولار مستثمر ) ويفترض هذا الفرد أن هذه المدفوعات هى 
دلالة على ما يتوقع مستقبلا ..ؤ هذا الفرذ شرظان . )١(‏ يجب ألا يقل العائد المشترك السنوى للاستهارات عن 800 دولار ( تحقق 
الكمية 1000 دولاز عائد 8 ف الماثة ) (1) يجب أن يكون الاعتلاف السنوى:فى المدفوعات فى الستقيل أصغر ما يمكن . © يجب 
أن يستثمره هذا الفرد فى كل مشروع حتى يحقق هذين الشرطين ؟ 
توجد فترات زمنية ‏ 5دم- يمكن تقسم البيانات بها ؛ من ( ١#”‏ - 4 )أو الجدول ۱۳ - 4 


108 = سرع ١‏ 5ج 7س د - وو و و كد درك 


وهنا 810000 - 5 دولار » ,800004 - 8800 -3 مشت بجیث تصبح القیود فی ۱۴ - ٩‏ 


x x+ i= 0 
9x, + 7x + 10x3 = 80 000 


Yo 


Y= 


x= YF 


باستخدام التباينات المشتركة فى المسألة ١+‏ - ه نحصل على المدف 


z = 12x? + 2.83 + 55.23 ¬ 5.6 x2 : تصغير‎ 
420 + 23x5 ~ 5.6 xax — 12% + 23x31 ¬ 12X52 


بإضافة شروط اللاسلبية فى اتموذجين )١(‏ » (۲) نكون البرتاج التربيعى الذى وضع فى الصيغة القياسية فى المسألة 55 
۱ ويكون حله مباشرة سواء بطريقة فرانك ‏ وولف أو من شروطهكون ‏ توكر ( المسألة 15 - مم) هو 
x3 = $5000 5 - ١.‏ = £1 دولار» وبالتالى يجب أن يقسم هذا الفرد أمواله بالعساوى بين الفرصتين الأول والثانية » ولا 
ينفق على الفرصة:الثالئة مطلقاً . 


يقدم أحد المستشارين الماليين توصيته إلى أحد الزبائن يمتلك 15000 دولار فى مجالين استهاريين , يحقق أحد الاستهارين عائداً قدره 
0 ف المئة كل ثانى سنة » بينا يحقق الثانى 30 ف ال كة كل ثالث سنة . حدد أحسن نخليط استهار إذا كان الشرط الوحيد لهذا 
المسثمر هو أن يكون الاختلاف ف العائد المشترك المتوقع السنوى أقل ما يمكن . 
الببانات المناسبة لكل استثار موضحه فى الجدول ١ - ١+‏ . لهذه البيانات 
سنت/ دولار $¢ 10 = ليد رك ع رو 
لذلك » فإن الغائد الكلى المنوقع هو 
E = Ex, + Ex = 10(x, + x2) = 10(15 000) = 150 000¢‏ 
بصرف النظر عن خليط الاستهار » لذلك فإن الشرط الوحيد للمسألة هو 
xı + x2 = 15 0‏ 0 
وبالنظر إلى التباينات المحسوبة فى المسألة ٠۳‏ - 4 » يكون المدف هو 
تصغير: 0 2003 + 10023 ع 00 
وعندنا أيضا الشروط الإضافية ف 
0ه رع 


يمكن حل اليرناج التربيعى ٠ )١(‏ (۲) ٭ (۴) بسهولة ( بالرسم أو باستخدام شروط كون ‏ توکر )» ويؤدى إلى 
,$5000 = 3× ,510000 - 5م دولار » عند 1.510 > *2 [وحدات ( سبت)'ع] 


تحفق من أن شروط كون ‏ توكر لليرناج المعطى فى المسألة ١ - ١‏ هى من الصيغة ( 39 - ۰)۷ 089 - مع , 


اشتشت شروط كون س توكر غفا البرناج فى المسألة ٠١ - ٠١‏ » وبالأخص فى (۸) ۰ (۱) حتی (۲) ؛ (۱۳) . بوضع 
4 ا د 2 ,2 = برل جين ,قيرع رو » وإعادة الترتيب يمكن كتابة هذه المعادلات کا لى : 


4ب ت 51 Xx‏ - 2 س 
2 کس ما | 2xı— 4x+ 6x‏ 
10~ ع وروچ مہ 42~ 10x2 ~ 12x32‏ + يريب 
5س کن ویوس 6x - 12x2 + 20x»‏ 

vs, Û 

WX, = 0 

ux: = Û 

0 = وو 


س 


3 


وتكون الجموعة الأولى من المعادلات بالتحديد 95 - ؟) يا هو مبين فى (1) من المسألة ۳ ¬ ۲ . ويمكن سم الجموعة 
الثانية من العادلات فى المعادلة 


0ع وبروية + دچ + ودرا * ركوط 


والتى تكون لها الصيغة ١#(‏ - © ) کا هو موضح فى (۲) من المسألة ١+‏ - ؟ . ولاحظ أن حل هذه المعادلة يكون مكافنا مل 
الأربع معادلات الثى جاءت منها » حيث يشترط أن تكون كل المنفيرات لا سلبية . 


مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


٩ - ۴‏ ضع البرنال التالى فى الصيغة القياسية 
تصغير : 34×23 + و ×24 ¬ ر28 - 461 +141 + 24x7‏ = ۾ 
علماً بأن 1000 = Hx + 9x2 + 12x‏ 
00 ## وير يبر 


كل المتخيرات لا سلبية 


٩ - ۱۲ حده نظام كون س توكر لليرنامج القياسى للمسألة‎ ٠١ - ١# 
- ١8 وتحقق من إجابتك للمسألة‎ ١۳ - ۱۴ ۱۲ - ۲ ١١ - ١1 استدخدم طريقة فرانك  وولف لحل المسائل‎ 
. بواسطة الرصم‎ ٠ 


4-1 المسألة‎ ١١ - ۴ 


= ~~ 2+ 2x + 4; : 
2x+ x8 : بان‎ 
X1 + 2x2 =2 


: ~1۳ 


علما 
عند 2× ad‏ ,± لا سلبية 


Bxyxs — xas + X1 + 22~ X3 =1‏ - ود 10 + 303 + 203 + 103 ع م 


FF 


بأن : 0 کو + 22 + 1 


عدد كل المتغيرات لا سلبية 


٠١ - ۴‏ تحماج إحدى المؤسسات إلى 5 مليون دولار تمويل إحدى عمليات التصنيع الجديدة » وقد وافق ثلاثة بنوك على تمويل كل أو جزء 
من هذه الكمية . وبالرغم من اشتراط كلى بنك على سداد الديون وفوائدها خلال ست سنوات » فإن جدول السداد يختلف من 
بنك لآخر ل فى الجدول ۱۳ - ه 


E O 


الجدول ٩۴‏ - م 






ESE I IS 


تشعر المؤسسة أنه من المفيد أن يتم الاقراض بطريقة تجعل السداد السنوى للقرض قريباً من التساوى بقدر الإمكان » لذلك 
لاترغب فى دقع أكثر من ؛ مليون دولار كمصروفات كلية . ضع البرناج الرياضى الذى يحدد كمية النقود التى يتم اقتراضها من 
کل بنك » بحيث يتحقق هدف الؤيسة . 


10-1۴ بالنتيجة المعروفة لجبر لجبر المصفوفاث يمكن حل حل البرنامج التربيعى بمنساويات القيود 
أمكليه : z = XOX+ DX‏ 


AX=B : بان‎ 


بصبيخة مغلقة , علماً بأن © تكون محددة ( حددة سليياً فى حالة التعظي ‏ أو بالموجب فى حالة التصغير ) وتكون صفوقاً 


eet | AQ A -@ +340" ل‎ 
عرق !”0 لاجم‎ 


70-0 _- 1 
mm DQ‏ ر 
بتعبير أكثر تعقيداً عن *2 استخدم هذه النتيجة للتحقق من قيمة *2 فى المسألة ١١‏ د ۷ . 
1۳~ أعد حل المسألة ١س‏ 5 فى الصيغة . 
تعظم : 22 6×1 + 2× ~ ]×3 = ے +8 
3x14 x= 5‏ 


۴ 


ان : 


باستخدام الكسألة ۱۳~ 1e0‏ 


= 


الفصل الرابع عشر . 


البرمجة الديناميكية الثابعة ( المؤكدة ) 


Deterministic Dynamic Programming 


ULTISTAGE DECISION *ROCESSES  لحارملا عمليات القرارات التعددة‎ 


عملية إلقرارات المتعددة المراحل عنى عملية يمكن تقسيمها '!: عدد من الخطوات + أو المراحل التتالية التى يمكن أن تستكمل بأكثر من 
طريقة . وتسمى البدائل لاستكمال هذه المراحل « قرارات » . و « السياسة » هي تسبلسل من القرارات » واحد لكل مرحلة م العملية ‏ 


وشرط العملية عند أئ مرحلة يسمى « الحالة » فى هذه المرحلة ؛ ويؤثر كل قرار على الانتقال من الخالة الحالية إلى حالة أخورى مرتبطة 
بالمرحلة التالية . وتعتبر عملية القرارات الخعددة عمددة , إذا كان هناك عدد مخدد فقطٍ من المراحل فى العملية » وعدد دد من االات مرتبط 


بكل مرخلة . 


وكثير من عمليات القرارات المتعددة المراحل لها عائد ( تكلفة أو فائدة ) مرتيط بكل قرار ؛ وينتلف هذا العائد بالنسبة لمرحلة وحالة 
العملية . ويكون المدف هو ليل هذه العمليات لتجديد المبياسة المثلى التى ينتج عنها أحسن عائد كن . 


مثال 14 س 9 : ف المسألة 16 ١‏ تعر عملية تحديد ك الأموالى التى يجب أن تسخمر فى كل فرصة استثار » لتعظي العائد الكلى » عملية 
قرارات ذات ثلاث مراحل . باعتبار الفرصة ١‏ تكون الرحلة (2,3 ,1 > 4) 1» فإن حالة الغملية عند المرحلة [ هى كمية الأموال المتاحة 
للاستهار عدد المرحلة م . وللمرحلة 1 كبداية للعملية » توجد 4 وحدات أموال متاحة . ومن ثم تون الحالة 4 . وللمراحل 5 ؛ 2 يمكن أن 
تكون الحالات 2,3,4 ,1 ,0 معتمدة على البخصيص ( القرارات ) من المراحل السائقة . وهل القرار عند المرحلة | بالمتغير ب , والقم 
الممكنة للمتغير بعد هى الأعداد المنحيبخة من ضفر يحتى الخالة عند المزحلة 

وتحدد السياسة الخثلى للعملية فى المسألة 9١ ١4‏ . 

وتكون عماية القرارات المتعددة المراحل ٠‏ ثابتة ( مؤكدة ) إذا كان الناتج من كل قرار ( وبالأختض الحالة الناتجة عن القرار ) معروفاً تماماً . 
ويغطى هذا الفصل فقط هذه الجمليات اعددة المراحل » والتى تكو مجددة وثابتة . وستناقش العمليات المحادة التضادفية ( العشوائية ) فى 
الفصل ١8‏ » وستقدم العمليات غير المحددة فى القصل ٠١‏ . 


البرنائج الرياضي A MATHEMATICAL PROGRAM‏ 
البرنايج الرياضى 
أمثلية : z = ffx) + ffx) + °°° + f(x)‏ 
علماً بأن : xy +x + °+ x, Sb‏ 
عند كل المتغيرات ضبخيحة ولأ سلبية 


(#رسان 


عاو مه 


والذى فيه (ج2)0/, . . . ,(202/ ,(:0: دوال معروفة (غير خطية ) فى متغير واحداء 8 عدد صحيح معروف لا سلبى » يوضح 
تموذج لطبقة عامة من عمليات القرارات متعددة المراخل . وهنا 7 تمثل عدد المراحل . وتتضمن المرحلة 1 توصيف متغير القرار × بعائد 
نائج هو (:5):/ إلى العائد الكلى .... إلح . وتمثل الحالات 8,... ,0,1,2 القيم الممكنة لعدد الوحدات الحاحة للتخصيص وكل 
المراحل بعد الأول لها هذه الحالات المرتبطة بها » والمرحلة 1 لها حالة منفردة 8 . 


مال ١4‏ س ؟ :البرنائج ( 14 س ١‏ ) يوضح تموذج ألسألة ١ ١١‏ عند 4 -م م 23م 


DYNAMIC PROGRAMMING  ةيكيماندلا البرمخة‎ 


تعتير البريجة الديناميكية » مدخبلاً لأمثلية عملية القزارات المتعددة المراحل . وتبنى على ميد بلمان للأمثلية . 
مبدأ الأمثلية Principle of optimal.‏ : للبسياسة المثلى خاصية أنه بصرف النظر عن القرارات المنخذة للدخول إلى أى حالة معينة فى 
أى مرحلة معينة » فإن القرارات المتبقية يجب أن تكون منياسة مثلل لترك هذه الخالة . 

لتتفيذ هذا المبدأ , ابداً بالمرحلة الأخيرة لعملية ذات -1 مرحلة » ثم حدد لكل حالة أفضل سياسة لترك هذه الحالة » واستكمل العملية > 
بافتراض أن كل المراحل السابقة قد اكتملت ء ثم تحرك للخلف خلال العملية » مرحلة بمرحلة . وعند كل مرحلة محدد أفضل سياسة لترك كل 
حالة » واستكتمل الغملية » وافترض أن المراحل السابقة قد.اكتملت .. واستخدم التنائئج التى سبق الحصول عليها للمراحل التالية . وبعمل 
ذلك .. تحسب مبخلات الجدول ١4‏ سد ١‏ ء حيلئة إن : 
u‏ > متغير الجالة » والذىي تحدد فيمته هذه الخالة 
(#)ر - العائد الأمثل من استكمال العلمية ابتداءٌ من المرحلة آر فى الخالة # . 
(4)ر4 - القرار المحخذ عمد المرحلة ز ٠‏ والذى يحقق (نا)رم 


١14 جدول‎ 





سسس 


المرحلة الأخيرة 


المرحلة قبل الأخيرة 


ست 


المرحلة الأولى 1 


والمدخلات المرتبطة بالمرحلة الأعيرة للعملية (/ة) يك » (8104 تحسب دائماً بطريقة مباشرة . ( انظر المسائل 14 سب 1 + 14 8) . 
والمدخلات المتبقية تسب بالمسار العكسى » بمعنى أن مدخلات المرحلة أ تحدد كدوال (1- 2 ,. . . ,1,2 > () من مدخلا المرحلة 
(1 +/). وتعتبر الصيغة المكسية مسألة اعقادية » ويجب أن تحصل عليها من جدياد لكل نؤوع مختلف من العملية متعددة المراحل . ( انظر 
المسائل ١١‏ ب 28 4١د‏ م). 


للنبسيط » الجدول ١ ١4‏ قد رُسيم على أساس أن كل مرحلة لما نفس مجموعة الخالات . وبينا يمكن دائماً المصول على ذلك صتاعياً 
( يجعلى دوال العائد ,7 دوال جرائية ) . إلا أنه فى الغالب يكون طبيعياً استخدام متغيرات حالة مختلفة كلى منها له مدى من القيم للمراحل 
امختلفة . وهذا الاستخدام ‏ طبعاً » يغير دون شلك تطبيق ميدأ الأمثلية . ( انظر المسائل 065-15 214؟) 


الى اا 


ويناسب مدخل البريجة الدهاميكية على الأخص هذه العمليات الموضحة بانخوقج (  ) ١ - ١4‏ العمليات التى فيها يحقق كلى قرار عائداً 
منفصلاً ‏ غير معتمد على القرار السابق . فى اتموذج ٠١١(‏ س ١‏ ) تُعطى قم (#)امص › 5 ,. . . ,1 ,0 ع ل بالصيغة 


أمثليه mr(u)= {f(x}‏ ولد 


ع0 
وتكؤن الصيغة العكسية ( أنظر المسألة )١ - ١4‏ 


)8-14( my;(u) = {f (x) + mj — x)} أمثليه‎ 


عد 0 


عند 1,8-2,...,1 - يم حدثر . ومتغهر القرار × فى (5-14) (الذى يعير عنه مل فى ١-1١4‏ ) يتراوح بين قم 
صحيحة » كا يفعل ذلك (ر=) × فى ( ٠٤١‏ - ۴ ) . وتؤحذ هذه القيمة ل × »> والتى تؤدى إلى الحل الأمثل فى ( ٠١‏ - ۲ )> 
تۇخذ ,() ك » وتؤخطذ قيمة * التى تؤدى إلى الخل الأمثل فى ( ١4‏ - 7 ) > ()ر . وإذا أدت أكثر هن قيمة ل × إلى حل 
أمثل » فنختار إحداها كقرار أمثل . ويكون الحل الأمثل لليرناج ( 14 - ١‏ ) هو (8):” > *2 ء وهو العائد الأمثل من تكملة 
العملية ابغدام من المرحلة 1» عند وجود عدد 8 فن الوخدات متانخة للشخصيص . بعد تحديد *2 توجذ القرارات المثل 
...× على التوالى من : 


xî = dı(b) 
xã = dı(b ¬ xî) 
x = d(b ~ x? — x?) 


(~18) 


DYNAMIC PROGRAMMING WITH DISCOUNTING  مصخلا البريجة الديناميكية مع‎ 


إذا كان العائد من أى كمية نقود بمعدل 8 لكل فترة زمنية هو كمية (۸) ۶ نفيجة 8 فترة زمنية مستقبلية ولا القيمة الخالية ( أو سعر 


0 1 2 
خحصم ) P(0) = a"P(n)‏ » حيث إن حك ( “۱٤‏ 


الخصم .21602008 هو إحلال مجموع كلى الدولارات ف المستقبل بقيمتها الحالية » ويتصل دائماً بعمليات القرارات متعددة 
المراحل » والتى تمثلى فيب المراحل فترات زمنية > ؤيكون المدف هو أمثلية قيمة نفدية . وق الحل بواسطة البرمجة الديناميكية » فإن الصيغة 
المكسية. ق (ا) ر » وهى أفضل عائد يبدأ عند المرحلة / والحالة ا » تتعامل مع حدود من الصيغة. (ل)ء+ا » وأفضل عائد بيدأ فى 
المرحلة م +ثر ( © قترة زمنية بعد المرحلة [ ) والحالة ر . [ انظر مثال ( 14 - 9 ) ] . إذا ضربت (97)مبرة فى “بم ١‏ حيث 


= 4 لدم 


هی معامل المقصم المعرّف سابقاً » فإن ( )٣برا‏ تخصم إلى قيمتها الحالية عند بدء المرحلة [ . ويتبع ذلك أن (4) ستخصم حتى 


بد لرل ء1 ٠‏ وهى بدء العملية . ( انظر المسألة 5 - )1٠.‏ 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


)1- 54 (انظر المثال‎ ) ١٠١ - ١ ( حدد السياسة المثلى فى المسألة‎ ١-1 


بدا باعتبار المرحلة الأخيرة فى المملية هى المرجلة الثالثة » باقتراض أن كل المراحل السابقة » المرجلنين 1 » 2 قد استكملت . 
بمعنى أن التتخصيصات للمرحلتين 1 »2 قد استكملت ( بالرغم من أنه عند هذا الوقت لا نعرف هذه التخصيصات ) » ونين 
بصدد استکمال العملية بعخصيص وحدات نقدية للاستهار رقم: 3 . وحيث إننا لا نعرف 5 الوحدات التى. قد خضصصت 
للاستهارين الأول والثانى . فإتنا لا نعرف م الوحدات » التاحة لاإستهار 3 ء ولذلك يجب أنعذ كل الاحتالات فى الاعتبار . 


سيكون هناك إما 4 , 3 , 2 ١‏ 1 » 0 وحدات متاحة . 


بصرف النظر عن عد الوحدات المناحة للمرحلة 3 » فإنه من الواضح طبقاً لتعريف (2902/ فى جدول ؟ - ١‏ أن أفضل 
طريقة لاستكمال العملية هى تخصيص كل الوحدات المتاخة للاستفار 3 . ويتتج نفس الشىء من تطبيق ( ١4‏ س ؟) . لذلاك 


(4) = max )/5)00(, /50)1(, ,(3)د, ,(2)در‎ 1:)4(( 
= max {0, 1, 4, 5, 8} = 8 with d(4)= 4 
3(3) = max f(0), f(4), f02), f)} 
= max {Û, 1, 4,5} = 5 with d(3) = 3 
s(2) = سقط‎ {f(0), f(1), f52} 
= max {0,1,4=4 with d2)=2 
m(1)= max {f0), f(1} = max {0, }= 1 with dfl)= 1 
mı(0) = max {f(0)}= max {0} = 0 with d(0)= 0 


وهذه النتائج تعطينا الضفين الأؤلين فى جدول الجل رقم 54 - ؟ 





باستكمال المرحلة 3 » نأخذ فى الاعتبار المرحلة 2 ء بافتراض أن المرحلة 1 قد استكملت ( جالرّغم من أننا حتى هذا الوقت 
لا نعرف كيف ) . وحيث إننا لا تعرف عدد الوحدات التى خصصت للاسكئار 1 فإننا لا نعرف عدد الوجدات المتاحة 
للاستثار 2 , ولذلك يجب أن تأخذ ف الاعتبار كل الاحهالات الممكنة . 


إحدى الإمكانيات هو أن أربع وحدات متاحة للمرحلة 2 , حيث يفترض مسبقاً أنه لم يتم تخصيص أى وحدة للاسقثار 1 . 
والآن فإن كل أو بعض هذه الوحدات الأربع » يمكن تخصيصها للاستغار 2 . والباق للاستثار 3 . وإذا بخصصت + من هذه 
الوحدات الأربعة للاستثار 2 » يكون العائد هو (+)رم » والباق بد-4ه وحدة تكون متاحة للمرحلة.3 » ولكتنا وجدنا 
قبل ذلك أن أفضل استمرارية من المرحخلة 3 عتدما يكون لدينا × -4 وحدة » وبالتحديد (* -4)د» . ويكون العائد 
الكلى لذلك هو (مد-4)م +(بو/ » وقيمة (0,1.2,3.4 > >) التى تعظم هذا العائد الكلى تمثل القرار الأمثل عند 
المرحلة 2 بعدد أربع وحدات متاحة . وتصور الصيفة ( ١4‏ - © ) عند 2 تمر , 4 + لا 'ء هذه النتيجة ببساطة . 


mz(4) = max {f2(0) + ms(4 ~0), f(1)+ ms(4— 1), fa(2) F m34 2), f(3) + ms(4— 3), f(4) + ms(4 ~ 4)} 
= max {0+ 8, 1+5, 3+4, 6+1.7+0)=8 with 2424-0. 


وبمعاملة الإمكائيات الأخري بالمثل عند المرحلة 2 » تحصل على : 


2(3) = max (2(0) + m3 0), f(1)+ ms (3 1), f(2)+ ms ~2), f) + ms ~ 3)} 
= max {0+ 5,1+4,3+1,6+ 0} = 6 with d4{3)=3 
2(2) = max {f4(0) + (2~ 0), F(1)+ ms 2 BD, f42) + ms 2~ 2)) 
= ax {0+ 4, 1+1, 3+0 = 4 with 242)=0 
mz(1)= max (f(0) + ma(1 ~0), f(1) + msl — 1} 
= max {0+ 1, 14+0} = 1 d= 1 : ر نفك الاشتراك اخحيارياً ) عند‎ 
mz(0) = max {f4(0) + ms(0 — 0)} = max {0 + 0} = 0 4:0( > 0 عد:‎ 


حو انيت 


وبتجميع الحسابات للمرحلة 2 » تحصل على الصفين الثالث , الرابع للجدول ( ٠1٤‏ - ۲ ) 
وباستكمال المرحلة 2 » تعود الآن للمرحلة 1 . هتاك حالة واحدة مرتبطه بهذه المرحلة ٠‏ 4 > يو . 


mı(4) = max {f/1(0)+ mz(4— 0), fı()+ ma(4~ 1, f(2) + mz(4 ¬ 2), f8) + m2(4— 3), f(4) + -4)دج‎ 4(( 
= max {0 +8, 2+6, S+4 6+7+9 dı)4(=2 عد‎ 


وبہذه البيانات نستكمل الجدول  . ۲-٠١‏ 


والحد الأعلى للعائد الذى يمكن أن يتحقق من هذا الاستهار ذى الثلاث مراحل » ابتداءٌ من الوحدات الأريعم هو 
9 > (4)::: لتحقيق هذا العائد » خصص وحدة.2 > (4:)4 للاستهار 1 » تاركاً وحدة (2 - 4) للمرحلة الثانية » ولكن 
0 -(4:)02 تدل على أن أى وحدات لا ثنفق حتى هذه المرحلة إذا كان هناك 2 وحدة متاحة فقط . لذلك تتبقى وحدتان 
للمرحلة 3 . وحيث 43)22-2 ء فإن الوحدتين يجب أن تخصصا للاستثار 3. وتصور هذه التائج فى المعادلة 
1١4 (‏ - 4 ) . ولذلك فإن السياسة المثى هى تخصيص 2 وحدة للاستثار 1 » 0 وحدة للاستهار 2 . و 2 وحده للاستهار 3 . 


84 - متلك أحد أصحاب عربات الشحن 8 أمتار مكعبة من الفراغ الخاج فى عربة شحن مقرر أن تغادر إلى نيويورك . وقد قدم أحد 
الموزعين » والذى يمتلك كميات كبيرة من ثلاثة أنواع مختلقة من الأجهزة ستشحن إلى مدينة نيويورك » عرضاً لصاحب عربة 
الشحن لنقل وحدات كثيرة طبقاً لما تستطيع نقله العربة بالرسوم التالية : 


الحجم الصحر 
هتر مكب | وحدة .| ٠‏ دولار / وحدة الجهاز 


ماهو عدد الوحدات من كل جهاز يجب أن يقبلها صاحب عربة الشحن حتى يعظم رسوم التقل » بدون أن تزيد طاقة الشحن 
للعربة عن الطاقة المتاحة ؟ 








يكن اعبار هذء السأة على أنها عملية ذات ثلاث مراجل » تتوى على تخصيض فراغ للأجهزة 111 » لاء 1 » على لوال . 
ويمكن تصوير المسألة فى البرناج ( 14 - ١‏ )عند 3,88 م إذا كانت (1,2,3 > () رد محددة بعدد الأمتار المكنبة 
من الجهاز [ التى ستتقل ء إذا كانت (7,)3 العائد من تخصيض ب للموحلة ١أ‏ معرفة بالجدول 9-84 . والخالة عند 
هذه المرحلة هى عدد الأمتار اللكعبة من الفراغ الذى لم يُشغل بعد . 


TIS 





يستتعج الصف الأول من الجدول مباشرة » حيث إن كل متر مربع إضافى يخصص للجهاز 3 سيحقق عائداً إضافياً ١١‏ 
دولاراً . ولايجاد الصف الثانى للجدول نلاحظ أن كل جهاز 51 يشغل 3 أمتار مكعب! » لذلك حثى عدد ‏ أمتار مكعبة فراغ 
متاح على الأقل لا يمكن نقل أى وحدة من هذا التو » وبالتالى لا يتحقق أى عائد . وإذا خصص 5» 4 3 أمتار مكعبة 
للجهاز 11 , فإن وحدة واحدة فقط يمكن تمهيزها يعائد صاقي 32 دولاراً . وإذا خصص 8 » 7 » 6 أمتار مكبة › فإنه يمكن 
شحن وحدتين بعائد صاق 64 دولاراً . وهذا التحليل ينطبق على الجهاز 315 . ولا يمكن تحقيق أى عائد حتى يمكن تخصيص 5 
أمنار مكعبة على الأقل له » وإذا حصص 8 » 7 ع 6 ».5 أمنار مكعبة فإن جهازاً واحداً فقط من 115 يمكن أن يشحن بعائد صاق 
8 دولاراً . 


البرناج ( 14 - ١‏ ) يمكن أن يحل باستخدام ( ۱۴ - ؟  )‏ ( 14 - 3 )ء كا فى المسألة ( ١ - ٠١‏ ) تماماً . وتعرض 
النتائج فى الجدول ١4‏ - > » وأمكن كسر كل الحساويات بالجدول » وذلك باحتبار أصغر قم تعظم ×+ مثل (#)ر4 . بين 
4 - 4 أن أحسن عائد كل يمكن أن يحصل عليه صاحب عربة الشحن هو دولار 891 : (8:)8 بِأن بيدأ المرحلة 1 ب 8 أمتار 
مكعية من الفراغ المتاح . ولتحقيق هذا » فإن 3 أمتار مكعية [3 =(4,)8] يجب أن تخصص للجهاز 1 » تار كين 5 أمتار مكعبة 
للمراحل التالية . وجيب ألا خصص أى حجم للجهاز 15 [0 > (42)5] » تاركين 5 أمتار مكعية للمرحلة 3 » وكلهم 
يمخصصون للجهاز 5[.111 > (4:05] . وبالنسبة للوحدات .. يجب أن يأخذ صاحب عربة الشحن ثلاث وحدات من الجهاز 1 » 
ووحدة واحدة من الجهاز 111 . 





IF 


9-18 حول البرناج التالى إلى اتموذج ( )1١-514‏ 


4-145 


تعظيم : د58 +32 + ر11 = ۾ 222 
علماً بأن : 8 كدويرة + 2ر3 + ر 
كل المتغيرات. صجيجة ولا سلبية 


هذا البرناج هو تموذج ريأضى للمسألة 14 - ١‏ » إذا جعلنا (1,2,3 > ) إلا عدد الوحدات ( على عكس عدد الأمتار 
المكجية ) من الأجهزة التى ستشحن . ويصور القيد الخطى حدود الحجم ؛ ويصور معامل بلا الحجم لكل وحدة من الأجهزة 
3[ . وا لاجظنا فى المسألة ١4‏ - ” . تحصل على نموذج رياضى لمذا اليرناج من الصيغة ( ١ - ١4‏ ) ب والذى له معاملات 
أحادية فى متيأينة القيد ‏ إذا عرفنا متغيرات جديدة ,< لترمز إلى عدد الأمتار المكعبة من كل جهاز يشحن نحصل إذا على 


تعظم : (دتاد + (مداور + (م)رر عع 
علماً بأن : 8 كتوم دوع رع 02 
كل المتغيرات صحيبحة ولا سلبية 


حيث. تعرفف دوال العائد (700 بالجدول 14-+. 
لاحظ أن ( ١‏ ) لم تؤحد من الصيغة ( 14 - ١‏ ) بالتحويل الخطى 


5ys‏ ع وج 32 x2‏ ذا > زر 


وبالرغم من أنه هذا التحويل ينتج البورع المطلوب من الدالة الحدفية + والتوع المطلوب من متباينة القيد » فإنه يصور مجموعة النقط 
الصحيحة اللاسلبية. (وؤ ,5 ,د) ف المجموعة الفرعية للنفظ. الصحيحة اللإسلبية (وت# بد« ,ت . وتاج بالتحديد إلى الدوال 
(*),/ المعرقة فى المسألة ( ٠4‏ - 3 ) لإمكانية عمل الامتداد لهذه المجموعة الفرعية حتى المجموعة كلها . 


حول البرناج التالى إلى الموفج ( )١ - ٠١‏ 


تعظم : z= gly) + g2 * g0) + gy)‏ 
علماً بأن : 9 کر + و6 + رر + ,و2 


كل المتغيرات صحيححة ولا سلبية 


حيسث (3,.4 ,2 ,1 > ار) (9)رع تعرف فى الجدول ١4‏ - ه 
جدول (4اندة) 


yT 


ااا 









mk A 


بتقليد المدخل المسعخدم فى المسألة ١4‏ - * » نفكر فى رر كعدد الوحداث من المنتج [ التى تشحن يعربة معينة . يمثل 
الجدول ١4‏ - ه جدول أسعار الشحن » بينا يصور القيد الخطى الحدود على الحجم الكلى الذى يمكن أن جبهر ‏ وهو 4 
وحدات . ويترجم معامل ر فى هذا القيد بالحجم المشغول بوحدة واحدة من النتج ز رانظر الجدول 1۴ - 1 ) . 
E‏ ل 

EI BSD 


ونحدد الآن متغيرات جديدة (4 ,1,2,3 -7) بد كعدد الوحدات من حجم المنتج ثر التى سنتشحن . البرناج ( ١‏ ) 
يكافء البرناج التالى من الصيغة ( 14 - ١‏ ) . ا 


تمظم : frfx)+ f(xa)+ f(x) + fa(xa)‏ = 2 م 


6 
علما بان : x4 S9‏ + وير + يجا + ود 


كل المتغيرات صحيحة ولا سلبية 


حيث تصور (,:),/. العائد من تخصيص بد وحدة من الحجم للمنتج ار . وتشتق هذه الدوال من الجداول ٠5 - 1١4‏ , 
Eî‏ 


وكمثال : 
(7 = العائد س شحن 7 وحدات حجم من النتج 4 
ع العائد من الشدحن 2 وجدة.من المنتج 4 
7 = (8:)2 = حيث إن كل وحدة من انتج 4 تتطلب 3 وحدات حجم 
وبالاستمرار على هذا الفط » نكم الجدول ٠١‏ - ۷ 





4 - © كون صيغة عكسية مناظرة ل ( ١4‏ - * ) للمسألة التالية . تستطيع إحدى الشركات إنتاج حعى أربع حاسبات أسبوعياً » وقد 
وافقت على تسلم الحاسبات التالية فى الأربعة أسابيع التالية » وهم ثلاثة » اثنين » أربعة » اثنين حاسب على التوالى . وتعتبر تكلفة 
الإنتاج دالة فى عدد الحاسيات المنتجة » وتعطى ( بالألف دولار ) | بلى : 


0 


e —‏ د 










"~14 


يكن نسل الحاسيات إلى العملاء فى نباية نفس أسبوع التصنيع » ومكن تخزيتها للتسليم مستقبلاً بتكلفة 4000 دولار للأسبوع . 
وبسيب إمكانيات الشركة امحدودة , فإنها لا تستطيع تخزين أكثر م ثلاث حاسبات فى الوقت الواحد . الخزون الخحالى صفر » 
ولا ترعب الشركة فى وجود أى مخزود ق نباية الأسبوع الرابع . م من الحاسبات يجب أن ننتجه الشركة فى كل أسبوع من 
الأسابيع الأربعة التاليةلمواجهة كل الاحتياجات بتكلقة كلية أقل ما يمكن ؟ 
كا هو مبين فى الفصل 5 ء فإن مسائل الانتاج من هذا التوع تصاغ فى صورة مسائل نقل . وهذه اقناذج لا تخضع للصيغة 
١-14 (‏ )+ ومن ثم لا يمكن تطبيق ( ٠١‏ - ۴ ) . ومع ذلك . فإن مسائل الإنتاج هى عمليات قرارات متعددة المراحل 
يمكن حلها باستبخدام البريجة الديناميكية . 
ومسألة الإنتاج المقدمة هى عملية ذات أربع مراحل » وفها المرحلة 1 تمثل الأسبوع (1,2,3,4 = ) . والحالة 1 من 
المرحلة [ هى عدد الحاسيات باغرن ف بداية الأسبوع ز . دع 
(#)ر” = أقل تكلفة لاستكمال جدول الإنتاج ابتداءً من المرحلة آر عتد الحالة ل . 
(0): - جدول الإنتاج للمرحلة [ التى تحقق (م#)رم . 
,© = الاحتياج ف المرحلة آر . 
(1)4 = تكلفة الخرون المقابلة للمرحلة ز عندما تكون الخالة به . 
f(x)‏ = تكلفة إنتاج »× حاسب ف المرحلة ز . 


اعتبر الحالة التى تدطل فيها الشركة المرحلة ز بعدد حاسبات ‏ ف الزن . وتستطيع الشركة إنتاج أن علد من الحاسبات 
طيقاً لطاقتها خلال هذه المرحلة ٠‏ علماً بأن بحمو ع إنتاجها وتخزونها يكونا على الأقل فى مستوى الاحتياج ز9 . وأى كمية زائدة 
عن الاحتياج :0 تخرن بالخزن للمرحلة التالية . وعلى الأحص إذا أنعجت الشركة × حاسباً نى المرحلة از » فإن تكلفة الإنتاج 
(*,1 تكون قد تضخمت . وتسبب الوحدات * باخرن تكلفة تخرين (),1 ٠‏ بتكلفة كلية للفترة [ تقدر 
+ (رة +(ع)رز وهذا رك 2<« +ع وحذة فى انخرن للمرحلة 1+ ١‏ وتكون أقل تكلفة لاستكمال العملية 
عند هذه القطة هى (ر1 - × + )+ » حيث تكون التكلففةة الكلية لاستكمال العملية ابتدامٌ من المرخلة آر يدول إنناج 
* وحدة » وهى (ر2 - + + #)ربرده +(4)رة +(),/ » ؤيكون أفضل قرار للمرحلة أ عند : وحدة فى الزن هو 
إنتاج الكمية × التى تبعل التكلفة أقل ما يمكن . وبالتالى عند 1,2,3 ار 


m;(u) = min f(x) + ع + بوارمردم + (مد)رة‎ - D;)} 


1 
00 = J(u) + min {f(x)+ mss + x ~ DY 


حيث تتراوح × بين القم 1,2,4 ,0 » ولضمان ذلك 
( طاقة تخرين  )‏ 3ك ,2 - بد+ باع 0 
نجعل (#“)ددرت» مساوية للتكلفة الجرائية العالية جد » 34 حيث إن 3< بز جه 0> ب٠‏ 
وللمسألة هذه , لا تعحمد تكلفة الخزون أو تكلفة الإنتاج على الرحلة ء وتعطى ب 4# -(),ة ( وحدات ألف دولار) » 


(/ -(*),ٌ على التوالى » ا هو موضح فى جدول تكلفة الإنتاج . وتكون الاحتياجات ,4 =0 ,2= ,3= ,5 
2= . وتبسط العلاقة ( ١‏ ) ْْ 


WM my(u)= 4u + نے‎ {f+ malu +x Dj} 


حل المسألة المصاغة فى المسألة 14 - ام 


يوجد إما صفر ء واحد ‏ اثنين , وإما ثلاث حاسبات فى الخزن فى بداية الأسيوع الرابع . وحيث إنه ليس مطلوباً أن يكون 
هناك أى مخزون فى نهاية الأسبوع الرابع + فإن القرار الأمثلى عند المرحلة الرابعة هو إنتاج الجزء من احتياج'الأسبوع الرابع فط 
2-2 الذى لا يُخزن . وتنشأ الصعورة فقط إذا كان ارون القادم ثلاثة عناصر ء والتى تزيد على الاحتياج . ولمنع هذا 


- 515 


الموقف ف السياسة النبائية » فإننا نعين لها تكلفة جزائية عالية جد حتى الاستكمال » 1000 ( وحدات ألف دولار ) . والتكلفة 
حتى الاستكمال لكل الخالات الأخرى هى تكلفة التخزين للمخرون الخخالى » مضافاً إلها تكلفة الإنتاج للفرق بين الاحتياج 
واثخرون . لذلك 
m.(3) = 1000‏ 

تكلفة الدخزين لخحاسيتين » وتكلفة الإنتاج لعدد صفر حاسب ع (2).:م 

عد 440220 2 ع 4 + (4)2 - 
تكلفة التخزين لحاسب واحد وتكلفة إنتاج لاسب واحد ‏ ع (20:)1 

عند 0(>1يك 17 = 13 +)4(1 = 
تكلفة التخزين لعده صفر حاسب » وتكلفة إنتاج حاسبتين 

عند d40(=2‏ 9 ع 19 +(4)0 ع 


بتجميع هذه النتائج نحصل على الصفين الأولين للجدول ١4‏ - 8 . ونحصل على باق المدخلات بتطبيق (۲) من المسألة ٠١(‏ - 
ه) عند 3,2,1 = ار ومرة أخرى 24-1000 تستخدم للتحكم فى حالة انخرون غير الممكنة ٠‏ 


جدول 44 - ۸ 





من جدول ١6‏ - ۸ يتين أن أقل تكلفة إنتاج لاستكمال العملية كلية ابتداءٌ من المرحلة 1 عند عدذ وحدات صفر بالخرن 
في 
دولار 0 597 > (0):ام 


ولتحقيق ذلك » يجب أن تننج الشركة 3 > (4:00© حاسبات فى الأسبوع الأول » تشحن كلها مباشرة إلى العملاء . تدذخل 
الش ركةالأسبوع الثانى بمخزون صفر ؛ ويب أن تشحن 2 - (4:00 حاسباً التى تواجه الاحتياج . ومستوى الإنتاج للمرحلة 3 
عند مفزون صفر حاسب هو 4= (4)0 ٠‏ لذلك يقابل الاحتياج بالضبط ؛ ومستوى الاحتياج للمرحلة الرابعة بمخزون صفر 
من الحاسبات هو 2 =(4.)0 . لذلك فإن السياسة الى هى إنتاج العدد المطلوب من الحاسبات بالضبط » والذى يفى 
بالاحتياج دون أى مخزون . 


جديا امد 


4 - ۷ تلقى أحد الصتاع طلباً من إحدى السكلك الحديدية لتسام ٠١‏ قاطرة » بواقع ثلاث كل عام ٠‏ وذلك للأعوام الأربعة الثالية . 
توضح بيانات الإنتاج فى الجدول ١1‏ - ۹ . تسلم القاطرات ف نهاية نفس سنة الصنع » » أو يمكن تخزينما لدى الصانع بتكلفة 
30000 دولار للقاطرة لكل سنة لتشحن فى سنة أخرى .وحالياً لدى الصانع قاطرة واحدة بالغخزن » ويرغب فى زيادة الخزون إلى 
ثلاث فى نباية الأربع سنوات التالية . حدد جدول الإنتاج الذى سيقابل كل الاحتياجات بتكلفة كلية أقل ما يمكن . 


جدول۱4 - ٩‏ 
الطاقة الإنناجية 
( الوردية العادية ) 
الطاقة الإنعاجية 
( الوردية العادية ( 
ل[ 
0ه | 6ودودة | s370000‏ لكلفة للقاطرة || 
( الورحية الإضافية ) 
465000 | مودمدمو أ ممه مممو | $375000 التكلفة لقاطرة | 
( الوردية الإضائية ) 


نحل هذه المسألة بالبرمجة الديناميكية باستخدام الرموز والصيغة العكنية )١(‏ ف المسألة ٠4‏ - ه . هناك أربع مراحل 
( سنوات ) للأخذ ف الاععبار » باعتبار أن القرارات هى مواصفات مستوى الإنتاج للمراحل . وتقدر الطاقة الإنتاجية فى كل 
مرحلة بمجموع الطاقات للورديات العادية والإضافية هذا العام . بوضع ۸ =(»)رر تكلفة جرائية ة عالية » وإذا لم نحقى 
مستوى لا فى المرحلة كر ء فإننا تعيد صياغة بيانات الإنتاج كا فى الجدول ٠١ - ١4‏ » علماً بأن جمي التكاليف معطاه 
بوحدات الآلف دولار 















جدول ۱4 - .و 


جیا 
| | | | ص | | | 


ساسم 
EG O‏ 
IODC‏ 


es‏ في المرحلة الأحيرة بثلاث . لذلك ب( = ر5 = ر5 

١ “3‏ بيا 06 . وأقصى مرون نمكن ف أى مرحلة هو حمس قالزات ؛ يتحقق فى غباية المرحلة 3 تحت ظروف 
أعلى انتاج فى كل المراحل . وبالتالى نأخذ ال حالات لتكون 1,2,5 ,0 > ب ١‏ ونعرفب 3014 28 (ب) ر[ ( لا تعتمد على 
[ ) ونعرف أيضاً (1,2,3 =( MH‏ >(اصيه ل حيث إن 0>» أو 5<بر 









المرحلة 4 إذا كانت القاطرات فى بداية هذه المرحلة فإن هناك مصروفات تخزين 300ألى دولار . لذلك فإن قرار أقل نكلفة 
لاستکمال العملية هو أن تصنع 
ddu)= Da~u = 6~ u‏ 


NYA 


قاطرة بعكلفة (» f)“‏ وأقل تكلفة حتى الاستكمال هی 
(ع - 6امثر + :د30 ع mau)‏ 
وهذه هي المدخلات فى الصفين الأولين للجدول ٠١- ٠١‏ 


ونحصل على باق جدول 14- ١١من‏ الصيغة العكسية )١(‏ للمسألة -1١4‏ هء وفيها يكون التصغير فوق 

6.... ,0 ند العساوى بين (4200 284 ,(4:)1 ,(4:02 قطع باختيار أصغر قيمة تصغير د فى كل حالة . ومن المشاهد أن 
أقل تكلفة كلية لاستكمال العملية هى 0 6580 55 > (0:)1 دولار . لتحقيق هذه التكلفة » فإن تكلفة الإنتاج لقاطرتين 
مطلوبتين للمرحلة 1 [2 -(4:)1] هى غير تاركين أى شىء فى الخرن » وتكلفة الأنتاج للثلاث قاطرات المطلوية 
للمرحلة 312 -(4:00] غير تاركين أى شىء فى انخرن ؟ وتكلفة الإنتاج للخمس قاطرات الضرورية للمرحلة 3 ' 
[5 > (4:0] , تار كين قاطرتين فى ازن » وتكلفة الإنتاج للأربع قاطرات المطلوبة للمرحلة الأحيرة هى : [4 > (4)2] 


1١١-9584 جدول‎ 





4 - ۸ كون صيغة عكسية لحل المسألة التالية بالبريجة الديناميكية . تقوم شركة بيع ماكينات حالياً بعشغيل ماكينة عمرها سنتان فى أحد 
المواقع يعطى الجدول ١١- ١4‏ تقديرات تكلفة المحافظة على استبدال العائد ( بالدولار ) لأى ماكينة فى هذا الموقع كدالة بالنسبة 
لعمر الماكينة 





وطبقا لسياسة الشركة . فإن الماكينات لا تبقى بعد السنة السادسة » وتستبذل بماكينات جديدة . حدد سياسة الاستبدال التى 
تعظم الربح الكلى من هذا الموقع فى السنوات الأربع التالية .: 


هذا المطلب فى مسألة الاستبدال التى هى عبارة عن عملية ذات أربع مراحل تمثل كل مرحلة سنة من الفترة الزمنية تحت 
الاعتبار » والحالات عند كل مرحلة هى الأعمار الخعلفة للماكينات التى ستدخل هذه المرحلة » بمعنى 5,... ,1 > ب ,1.6 . 


- 14 - 


4-15 


فى كل مرحلة » يكون لمتغير القرار قيمتين فقط ٠‏ ويرمز لمما باللفظين 9 احفظ » ( احفظ الماكينة الحالية ) » 9 اشتر » 
( استبدل الماكينة الحالية بماكيتة جديدة ) 
عرف : أعلى عائد يتحقق ابتداءً من المرحلة [ فى الحالة ا س(س)رو 

القرار عند المرحلة ثم الذى يحقق du) mu)‏ 


دع الدوال (:)2 ههه ,()80 ,(:)4 لتخرف بالجدول ١١ - ١54‏ . إذا دخلت الشركةالمرحلة [ بماكينة عمرها 4 » 

وقررت ٠‏ حفظ » هذه الماكينة » فإنها تكلف الشركة (840 للحفاظ علبها بعائد سنوى .()86 - (70 . تدخل الشركة 

بعد ذلك إلى المرحلة التالية بماكينة عمرها (4+1 سسنة ء وأحسن عائد يمكن أن يتحقق بها ( وبالتاليين ها) هو : 
meal + 1).‏ . لذلك يكون الربح الكلى حتى الاستكبال هو : 


(22 FH(u)— M(u)+ msl + 1) 


وبدلا من ذلك » لو قررت الشركة بيع الماكينة التى عمرها فا سنة عتد المرحلة أ ٠‏ وشراء » ماكيئة جديدة » فإنها تحمل 
تكلفة ()2 . وتكون الماكينة ذات عمر صفز » وتحقق عائداً(7)0 وتكلفة (4400 للصيانة . ويكون العائد السنوى -(100 
R)(.‏ -(0) 0 وتدخل الشركة المرحلة التالية بماكينة عمرها سنة واحدة » ويكون أفضل ربح يمكن تحقيقه هو (1):.ر:م فى 
هذه. الحالة يكون الريح الكلى حتى الاستكمال هو 


10)- M(O)~ R)+ mı) 
: والقرار الأمثل عند المرحلة [ يتعج الكمية الأكبر من (1) » (۲) » على‎ 
زه‎ m,(u) = max {F(u)— M(u)+ myas{i + 1), (O) M(0)~ R(u)+ m;«ı(D} 


حل المسألة المضاغة فى المسألة ١4‏ - هر 


نلاحظ أنه ابتداء من المرحلة ١‏ بماكينة عمرها ستتان . فإنه من غير الممكن.الدخخول ف المرحلة 1.4 -) 
بماكينة أقدم من 1+ز, ع أو عمرها .ثر.. لذلك نعرف 84- > (),:: على أنه عائد سلبى كبير جداً » جيك إن 


u>j+1 of u=j 


المرحلة 4 تحقق الصيغة (۳) فى المسألة ٠١‏ - ۸ عند 4= إفاعرفا #0(»)وس . لذلك 


m45) = ıS {I(S)- M6), 1(O)~ M(0)~ RS) 

عند اشثرى = d5)‏ 4000 = 5900 100 000 10 ,3300 - 6100 اکير = 
m4(4) = ~M‏ 
RGY}‏ -(84)0 -(1)0 ,(3) لق - (1)3) اكبر - (3)وام 

عند احفظ =(443. 6500 = [4900 - 100 - 000 10 ,2000 - 8500 اکیر ے 
ا MO), 1)0( - 84)0(- REN}‏ -(2 1{ اکر = m42)‏ 

عتد اخفظ = d2‏ 8400 - (100-4200 -10000 ,800--19200 اكير ع 
ma()= ıi {1(D)~ M(D, 1(0)~ MO) ~ RGY‏ 

عند احفظ ‏ -(4,)01 0 - (3500 < 100 - 000 10 ,400 - 19500 اکیر = 


٠١-54 


هذه النتائج تُكُونْ الصفين الأولين للجدول ١5-14‏ 


٩۴ - ٩6 جدول‎ 





يمكن الحصول على المدخعلات البافية في الجدول ١4‏ :- 1 بالتطبيق الممتالى للصيغة العكسية فى 3,2,1 ع( » بمائد من 
الحالات غير الممكنة الجازاة » 5 هو عتغق عليه مسبقاً . ونتتج من جدول ١4‏ + 16 أن الشركة يمكن أن تحقق أعلى عائد. ممكن 
0 دولار فى السنوات الأربع الثالية ‏ آبتداءٌ بلماكينة التى عمرها سنتان . ولعمل ذلك .. يجب أن تحافظ على الماكينة الحالية 
لسنة أخعرى » ثم تشترى ماكينة جديدة وتحفظها للفترة الزمنمة المقبلة . 


حل المسألة الموضحة ف المسألة ١‏ - ۸ إذا كان الحدف هو تعظم الخصم الكلى للربح للسنوات الأربع الثالية بمعدل فائدة 10 فى 
اة فى السنة . 
يدون سعر نخصنم » تكون الصيخة المكسية للربح الأمثل هى () فى المسألة ٠١‏ - ۸ . وباستخدام القيمة الحالية للمرحلة / 
تضبيح الصيغة 
2.2 
((ة) سرس + M(O)— Ru)‏ )10 ,)1 + نارمع + Af (u)‏ -(م)1) جهمدة ع mj)‏ 


حت بن 


وها EE‏ 
و 0.90909091 = سد 


نمل )١(‏ بنفس الطريقة يأ فى المسألة ١‏ -.4 . ويقدم الحل فى جدول 15-14 . بالمقارنة بجدول ٩۴ - ۱٤‏ تمد آنه فى 
هذه الخالة لم يغير المقصم من السياصه المثلى إلتى فازالتس احفظ » اشتزى » 0 احفظ لکنا حفضت المبل الأمثل إلى 


ْ 20277 دولار . 


Ss 


١4-154 جدول‎ 










2 

ظ 

|e |e |e | |‏ | 
اس | سه ست | م 
|| م | | س ت 
e‏ 
emrl‏ 
ell‏ 







مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 
11-14 تلقى دافيد جيرمى انحاسب القانونى عروضاً من ثلاثة عملاء لتقديم خدماته . ويرغب كل عميل أن يعمل السيد دافيد على أساس 


تفرع كامل ( كل الوقت ) » ومع ذلك يرغب كل عميل فى استخدام السيد دافيد عدا من أيام الأسبوع » طبقاً ا يعرضه 
السيد دافيد بالرسوم الموضحة بالجدول ١6-1١4‏ . كم يوماً يستطيع السيد دافيد جيرمى تقديمها لكل عميل لتعظم الدخخل 







الاسبوعى ؟ 
الجدول 114- مو 
0 0 0 

100 125 150 
250 250 300 
400 515 400 
55 500 550 
600 650 


: رذلك بإضافة قيد » وهو أذ السيد جيرمى يعمل على الأقل يوماً واحداً لكل عميل . ( ملحوظة‎ » 1١-14 أعد حل المسألة‎ ١8-84 
. ) اجعل إمكابية ألا يعمل ولو يوماً واحداً  لأى عميل تكلفة جرائية‎ 


١7 - 4‏ تستطيع إحدى الشاحنات تقل حتى ٠‏ أطنان من المواد » وتلقت طلبات من أربع شركات لتقل تجارتها من مدينة سان لويس 


إلى نيو أورليائر . وتستطيع الشركات تقديم أصناف بقدر ما يطلبه كابتن الشاحنة . وتشحن الأصناف بالوحدة . وجدول 
١5-14‏ يوضح أسعار الشحن . 


EE‏ م 





م صنفاً من كل شركة يجب أن يقبلها كابتن الشاحنة لتعظم سعر الشحن ‏ بدون زيادة طاقة الشحن ؟ 


: بإضافة شرط ء وهو أن الألعاب تنتج بأعداد صحيحة . ( ملحوظة‎ ١5 - ١ استخدم البرمجمة الديناميكية فى حل المسألة‎ 1١5-14 
. ) وحدة الزمن هى نصف ساعة‎ 


2 = Sx + Sx? + 3x; : تعظم‎ 1١68-54 
3 + علماً بأن : 11 وير + ريرك‎ 


عتد كل المتغيرات صحيحة ولا سلبية 
94 - 15 استخدم البريخة الديناميكية لحل المسألة 2-١‏ 
١07-154‏ استخدم البريجة الديناميكية لحل المسألة 4 - ٠١‏ 


14-54 استنتج صيغة عكسية » وحل المسألة الموضحة ف المسألة  -- ١4‏ بإضافة إما حفظ الماكينة الحالية » أو شراء ماكينة جديدة ‏ 
ويمكن أيضاً للش ركة شراء ماكينة مستعملة أصغر من الموديل الحاللى . اعتير أن تكلفة إحلال ماكينة عمرها سنة بماكينة عمرها 
سنة ليكون الفرق بين تكلفتى إحلاهما بماكينات جديدة » كمثال , تكلفة إحلال ماكينة عمرها ۳ سنوات بماكينة عمرها 

سنة واحدة هى 1400 - 3500 -4900 دولار 


14-54 ضع صيفة قياسية » ثم حل المسألة التالية : تمتلك إحدى الشركات عرية نقل عمرها سنة واحدة » والجدول ١7-4‏ يوضح 
تكلفة حفظها واستبدالما » والعائد الذى ينتج عنبا ء بالإضافة إلى بيانات العربات الجديدة التى يمكن شراؤها فى المستقبل » وکل 
الكميات بوحدات 1000 دولار . ولا تحفظ العربات أكثر من ثلاث سنوات » ويكون الاستبدال بعربات جديدة . حدد سياسية 
الإحدض للشركة فى السنوات الخمس التالية التى تؤدى إلى أعلى ربح . 


د 


6 
19 
26 
36 

6 
18 
26 
36 


د 5 2ه 





العمنال 





( انظر الفصل ٩‏ ) » باستخدام البرمجة الديناميكية . فى حالة المصفوفات'الأكير » هل يناسب هذا المدخل الطريقة امجرية ؟ 
5١ - ۴4‏ حل المسألة ٤‏ - ۷ بالخصم » إذا كان سعر الفائدة المؤثر هو 7 فى الحة لكل سنة . 


۴ - ۲۲ حل المسألة. ١4‏ - م١‏ بالخصم , إذا كان سعر الفائدة هو 8 فى الحة لكل سنة . 


کچ 


الفصل انامس عشر 


تحليل الشبكات 
Network Analysis‏ ` 


NETWORKS  تاكبضلا‎ 

. الشيكة هى مجموعة من النقط تسمى « عقد »» ومجموعة من المدحنيات. تسمى « الأفزع » ( أو الأقواس أو الوصلات ) التى تصبل بين 
أزواج من العقد . والشبكات التى ستؤخحذ فى الاعتبار جنا هى الشبكات التى يصل بين كل زوج من العقد فرع واحد علق الأكثر . وسترمز 
للعقد با- مروف » وللفروع بأماء العقد التى تصلى نتيا . .: 0 E‏ 

مثال 18 س ١‏ بین شكل 16 ١‏ شيكة تتكون من خمس عقد ء تسمى 4 حتی 8+ وستة أفرح تعزف بالمتحنيات.,480 ,460 ,قله 
BC, CD and DE‏ 





۱۳ ۲١ شکل‎ 


“يكوك الفرع متجهاً ( موجهاً ) إذا كان له اتباه مرتبط به . وطبيماً تحدد الأتماهات بالأنهم . ويحدذ السهم على الفرع 48 فى 
شكل ١ ١١‏ أن هذا الفرع موجه من ور إلى جع . وأن أى حركة على هذا الفرع يجب أن تيدأ عند 4 + وتتبى عند 8 ؛ ولأيسمح 
بال حركة من 8 إلى 4 . 

ويكون الفرعان ٠‏ متصلين ٠‏ إذا كانت هما عقدة مشتركة . وفى الشكل ١ - ٠١‏ الأفرع 8ه » هتكون معصلة ء ولكن الأفرع 
:48ر ليست معصلة » والسار هو تيع من الأفرع المتصلة » بحيث إنه عند تبادل العقد والأفرخ لاتتكرر أى عقدة . ونكون الشبكة 
« متصلة » إذا كان لكل زوج من العقد فى الشبكة على الأقل مسار واحد يضل هنا الزوج. . إذا كان هذا امسار وحيداً لكل زوج من العقد » 
تسمى الشيكة المتصلة « شجرة » . وبالتكاقٌ .. فإن 'الشجرة تكون شبكة فتصلة لها عقدة واحدة أ من الأفرع . 


Ya‏ ا 


مال 8١س‏ ” فى شكل ١١١‏ (48 .152,24 تكرن مساراً» ولكن تتابع الأزع التصلة C8(‏ ,2€ ,۸ .4ع 
ليست مساراً » حيث تقع العقدة 67 مرتين فيه » وتكون الشيكة متصلة » وتظل متصلة حتى إذا حذفت الأفرع هرو .. هق . وإذا حدث 
أن حذفت 28 ء فإن الشيكة تكون متصلة » حيث إنه لن يكون هناك مسار يصل بين 8.2 . ولأن © , © يتصاان بثلائة 
مسارات » فإن الشبكة لاتكؤن شجرة . 


MINIMUM|-SPAN PROBLEMS  ىندألا مسائل النطاق‎ 


متوى النطاقي الأدنى على مجموعة من العقد » ومجموعة من الأفرع « القترحة » لايوجد بينها فرع << متجه » . وكل فرع متجه له تكلفة 
لاسلبية مرتبطة به . ويكون لدف هو إنشاء شبكة متصلة تحتوى على كل العفد » بحيث يكون مجموع التكلفة المرتبطة بهذه الأفرع أقل 
مايمكن . وسنفرض أنه توجد أفرح مقترنحة كافية لتأكيد وجود حل . 

وليس من الصعب القول أن مسألة النطاق الأدنى تحل دائماً بشجرة ( إذا اتصلت عقدتان فى الشبكة المتصلة بمسارين » فإن أحد هذه 
المسارات يجب أن يحتوى على فرع لايسبب حذفه قطع الشبكة ولكنه يسيب تخفيض التكلفة الكلية فقط ) . وتوجد الشجرة ذات النطاق 
الأدنى بالاختيار الأول لأى عقدة وتحديد أى من الأفرع على هذه العقدة له أقل أصغر تكلفة . ويقبل هذا الفرع كجزء من الشبكة البائية 
وتستكمل الشبكة بعذ ذلك بالتكزار . و كل مرحلة من العملية التكرارية يجب تركيز الانتباه على العقد العصلة أصلاً ببعضها . وتؤحذ كل 
الأفرع التى تصل هذه العقد بعقد غير متصلة » وتيدد أرخص هذه التفريعات . وتفك الأفرع المتساوية اختارياً . ويقبل هذا الفرع كنجزء من 
الشبكة الهائية . وتنتهى عملية الفكرار عندما تتصل كل العقد . ( انظر المسألة +١ ١8‏ 16 8) . 

إذا كانت كل التكلفة واضحة ومحددة ( يمكن الحصول على ذلك بتغييرات صغيرة جداً ) » فإنه يمكن إثبات أن شجرة النطاق الأدنى تكون 
وحيدة وتنتج من الطريقة السابقة لأى اختيار لعقدة البداية . 


SHORTEST-ROUTE PROBLEMS  قيرط مسائل أقصر‎ 


تتضمن مسألة أقصر طريق شبكة متصلة لها تكلفة لاسلبية متصلة بكل فرع . وتسمى إحدى العقد « المصدر » source‏ » والعقد 
الأحرى تسمى « المصب » sink.‏ ( ولاتتضمن هذه النسميات ترجيه أفرع الشبكة ؛ إنما.تقترح فقط الاتجاه الذى يطبق عليه طريقة 
اشل ) . ويكون الهدف هو تحديد المسار الذى يصل بين المصدر والمصب » بحيث إن مجموع التكلفة المتصلة بالأفرع فى المسار يكون أقل 


وتحل مسائل أرخص مسار بالطريقة التالية » وفيبا تفلك كل المنساويات إختبارياً . 


اللتعلوة ١ ١‏ انشىء بجدولة تحت كل عقدة كشفاً أماسياً فى ترتيب تصاعدى للتكلفة الأفرع التى تقع عليبا . ويكتب كل فرع تحت أى 
عقدة باسم العقدة الأولى له . احذف من الكشف أى فرع تكون العقدة الثانية له كمصدر » أو العقدة الأولى كمصب . 


اللقعلوة ١6‏ وضح المضدر بنجمة » وعين ها القيمة 0 . ختصص أرخمص فرع يقع على المصدر ووضحة بدائرة . وضح العقدة الثانية لهذا؛ 
الفرع ينجمة » وعين هذه العقدة قيمة تساوى تكلفة الفرع . احذف من الكشف الأساسى كل الأفرع الأخرى التى لا العقد 
الجديدة الموضحة بنجمة كعقدة ثانية . 


الطوة ۲ + إذا كانت العقدة الجديدة الموضحة بنجمة هى مصب » فاذهب إلى الخطوة ٠‏ . وإذا لم تكن كذلك » فاذهب إلى الخطوة 1 
وة 4 : اعتبر كل العقد الوضحة بنجوم , والتى لها أفرع بدون دوائر تحتبا » وذلك فى الكشف الأسامى الحالى . وأضف لكل عقدة 
القيمة العينة هذه العقدة إل تكلفة أرخص فرع تحتها بدون دائرة . ارمز لأضغر مجموع منها بالرمز #6 » ووضح هذا الفرخ 


بدائرة » والنى تساهم تكلفته فى 6 . وضح العقدة الثانية لهذا افرع بنجمة » وعين لها القيمة 4 . احذف من الكشف 
الأساسى كل الأفرع الأخرى التى لا هذه العقد الجديدة الموضحة بنجمة كعقد ثانية . اذهب إلى الخطوة ٣‏ . 


~۴۹ 


الخطوة5: 2 هى القيمة المعينة للمصب . ونحصل على مسار أقل تكلفة عكسياً , ابتداءٌ من الصب » وذلك بإضافة كل الأفرع الموضحة 
بدائرة إلى المسار » والتى تتبع كل العقد الثانية لها هذا انسار . 

( انظر المسائل ١8‏ 5 ع ١‏ س 4 ) من العمل فى الخطوة + نرى أن مجموعة الأفرع الموضحة بدوائر » والناتجة من الطريقة تكون شجرة 

أصغر من الشبكة الأصلية » لها خاصية أن المسافة الوحيدة ( التكلفة ) فى الشجرة الأصغر بين المصدر وعقدة أخرى تكون مساوية لأصغر 

مسافة بين هاتين العقدتين فى الشبكة الأصلية » ومع ذلك فإنه بوجه عام لن تزيد الشجرة الأصغر من الشبكة . 


MAXIMAL-FLOW PR0O8LEMS  ىلعألا مسائل' التدفق‎ 


٠‏ الهدف من مسائل التدفق الأعلى هو تصميم جدول شحن يجعل كمية المواد المرسلة بين نقطتين أكير مايمكن . وتسمى نقطة الأصل 
« المصدر » ؛ وتسمى نقطة الوصول « المصب » . وتوجد عدة مسارات تصل بين المصدر والمصب مباشرة » أو من خلال مواقع متوسطة . 
تسمى « نقط الوصل » ( نقظ وسيظة ) يفترض أنه لاتخزن أى مواد فى نقط الوصل ع ب انراد هل الوو E‏ 
للموقع الآخر . 

يمكن تمثيل مسألة التدفق الأعلى بشبكة . وتمثل نقط المصدر لصب والوصل بواسطة عقد ‏ بينا تل الأقرع المسارات النى من خلاطما تنقل 
المواد . ويرتبط بكل عقدة ١N‏ » وبكل فرع 084 يخرج من 7 عدد لاسلبى طاقة تمثل أكبر كمية من المواد يمكن أن تشحن لال 
‘Ni NM.‏ 





۲ - ٩6 شکل‎ 


مقال ۱۵ سے ۳ یون شکل ٠١‏ ۲ شبكة فيها ‏ مصدر ) مصب › 8 » © كنقط وصل »ء وتبين طاقات التدفق لكل فرع فى 
الاتجاهين يجوار نباية الأفرع . لاحظ أن 7 وحدذات يمكن أن تشحن من 4 إلى © خلال € » ولكن صفر وحدة يمكن أن تشحن فى 
الاتجاه المضاد + وهذا اتقائل يسمح لنا إذا أردنا تحديد اتجاه 40 . وعلى النقيض .. فإن التدفق خلال 86 يمكن أن يتحرك فى أى اتجاه 
بطاقة 5 وحدات . 


تحمل مسائل التدفق الأعلى بالطريقة التالية : 
الخطوة ١‏ : أوجد المسار من المصدر إلى المصب الذى يستوعب تدفق مواد موجب . وإذا لم يوجد أى مسار ء فاذهب إلى النطوة © . 
اللقطوة »* : حدد أعلى تدفق يمكن أن ينقل خلال هذا المسار » وأطلق عليه ج 
اللطوة ١+‏ خبفض الطاقة المباشرة ( بمغنى الطاقة فى اتجاه التدفق م وحدة ) لكلى فرع من هذا المسار بعدد ) » وزد الطاقة العكسية 


ب اء وأضف 6 وحدة إلى الكمية المسلمة إلى المصبب . 


NIV 


الخطوة 4 : اذهب إلى الخطوة ١‏ 


الخملوة © :. التدفق الأعلى هو كمية المواد المسلمة إلى المصب . ويحدد جدول الشجن الأمثل بمقارنة الشبكة الأصلية بالشبكة النهائية . وأى 
تخفيض فى الطاقة يعني شحن . 
( انظر.المسائل ۱١‏ ہے ٦‏ )› ١۱س‏ ۷) 


FINDING A POSITIVE-FLOW PAF1 إيجاذ مسار التدفق الموجب‎ 


الخطوة ١‏ هى النقطة الصعبة فى طريقة التدفق الأعلى ‏ وهي تعريف مسار من الصدر حتى المصب بطاقة تدفق موجبه . لاكتشاف هذا 
امسار » صي المصدر بكل العقد التى يمكن الوصول إليبا بفرع مقرد له طاقةتبدفق موجبة فى الاتهاه الأمامى ( انهاه المصدر ).. ميل هذه العقد 
بكل العقد الجديدة التى يمكن الوصؤل إلا بأفرع مفردة لها طاقات موجبة فى الاتجاه الأمامئ . اسشمر فى هذه العملية إلى أن تصل إلى 
المصب س الذى عنده يكون قد تم تحديد مساز مناسب ‏ أو نجد أنه لايمكن الوصول إلى عق جديدة من العقد الموجودة » ولانصل إلى 
المصب ‏ فى هذه الحالة لايوجد مسار مناسب . ( انظر المسألة 18 بم ) . 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


1-16 حل مسألة النطاق الأدفى للشبكة المعطاة فى شكل ٣ ١8‏ . تمثل الأعداد على الأفرع تكلفة احتواء الأفرع فى الشبكة النهائية . 
نختار 4 كعقدة بداية » ونأخذ فى الاعتبار كلى الأفرع الواقعة عليه 4 وهى 46 ,42 ,48 A48,‏ بكلفة ,10,2 
1 ,4 على التولل ».حيثك إن 44 هئ الأرخص ء ونضيف هذا الفرع إلى الحل » كا فى شكل ١١‏ ل 4 (أ) . 

العقد 2 . 4 تكون متصله الآن . 





: ۳١١ شکل‎ 


تأخبذ فى الاعصار بعد ذلك كل الأفرع الواقعة على أى من 2 ء أو يم » والتى تفصل بالعققد الأخرى . وهذه العقد هى 

AE, AB, AC, DB, DE, DF, DG, and DC,‏ بكلفة ,4 4ة ,7 ,10 ,7 ,1 ,4 ,2 ,10 على التوالى . وحيث 
i!‏ هم هى الأرخص ٠‏ فإننا نصلها بشكل ٠6‏ ب 4 (أ) » ونحصل على شكل ١5‏ ب 4 (ب) > وتصبح العقد المتصلة 
هى .2 لمع ,4,8 : ااه 


AE‏ بهم 


نأخذ فى الاعتبار بعد ذلك كل الأفرع الواقعة على ۲ه ,8 ,4 » والتى تتصل إل العقد الأخرى . رعى ,2 :© 

DG, and DC,‏ ,25 بعكلفة .7,4 ,10 ,7 ,4 ,10 وأرخص فرع هو إمها 46 , أو 26 . ثم غار ج20 وتوصله إلى 
الشكل ١١‏ ؛ (ب) لتحصل على شكل 1١١‏ 4 (جم). 

بالاستمرار فى هذه الطريقة نحصل بالحالى على الأشكال ١8‏ 4 (د) حتى ١5‏ ن 4 (و) . ويحتوى الشكل ١١‏ ل 4 (و) 
على كل الغقد » ومن ثم فهو شبكة النطاق الأدلى » وأقل تكلفة لتوصيل الشبكة هى 


2*=1+1+4+3+3+5=17 


8 - ۲ تخطط إحدى جهات خدمة الحدائق لتطوير مساحة خالية.للسياحة . تحددت أربعة مواقع فى المنطقة للوصول بواسطة السيارات . 
هذه المواقع والمسافات يينبا ( باميل ) ثوضح ف الجدول ١ - ٠١‏ . ولإيقاع أقل ضرر على البيئة ترغب جهة خدمة الحدائق 
تقليل الأميال من الطريق اللازم للوصول إلى المكان . حدد عدد الطرق التى يجب أن ثينى لتحقيق هذا الهدف . 


هذه المسألة هى مسألة نطاق أدنى . العقد هى الأربعة مواقع التى ستتطور ومدخل الحديقة » بيها الأفرع المقترحة هى الطلرق 
الموصلة إلى المواقع . والتكلفة هى الأميال . وين الشكل ١١‏ - ه الشبكة الكلية » حيث إن كل موقع يُمثل بأول حرف من 


امه . 





نختار مدخل الحديقة كعقدة البداية . وأوضح تكلفة الأفرع الواقعة على هذه العقدة فى الصف الأول من الجدول ١ ٠١‏ . 
وحيث إن أقل تكلفة هى 7.1 » فإننا نضيف الفرع من مدخل الحديقة إلى المساقط الائية إلى الشبكة . 

نعتبر بعد ذلك كلى الأفرع الموصلة إلى موقع ججديذ مدخمل الحديقة أو المساقط المائية . وهذه الأفرع هى من مدخل الحديقة 
إلى الصجور السحرية » ونقطة: الغروب » والحديقة . وبالمثل من المساقط المائية إلى نفس المواقع الثلأثة . من هؤلاء .. فإن 
أرخصها هو الموصلى من المساقط المائية إلى الصخور السحرية ؛ لذلك نوصلها إل الشبكة . 


عدول 16- و 


| اسف ریاس سنت 7 06 ت 1 
al aml‏ 





نجبر بعد ذلك كل الأفرع إل نقطة الغروب. أو الحديقة إما من المدخل » أو المساقط المائية » أو الصخور السحرية . من 
ھۇلاء .. الفررج من. الصخور السحرية إلى الحديقة تكون له أقل تكلفة ؛ لذلك يضاف أيضاً إلى الشبكة . 


عند هذه امرنحلةا جد أن الموقع الوحيد الذى م يُضل هو تبطة الغروب . وأرخصن فرع يصل نقطة الغروب بأ موقع آخخر 
هو من المساقط اماتية » وبإضافة هذا الفرع.إلى الشبكة نصل إلى التكل.9١‏ - + الى له أقل تكافة , 


2° = 7.1 + 8.3 + 5.2+ 16.2 = 368 mi 





شگل واه 


8 - 8 يميش أحد الأفزاد فى مدينة ريدجوود بولإية تيوجرمى ء ويجمل بمدينة ویانی بولاية نيوجزسى +: وبيج عن طريق سيارات 
يجمل وقنت القياذة الصباحية أقل مامكن . وقد سجل هذا الشخص وقبت القيادة ( بالدقيقة ) على الطرق السريعة بين البلدان 
المتوسطة » وهذه الييانات مدونة فى الجدول ١6‏ - 7 . مدعلات الجدول الخالية من البيانات تعبر عن خدم. وجود طريق سريع 
يريط هذه النقط مباشرة . حدد أحسن طريق لهذا الشخص . 


س 


الح e ew Ta‏ 
لت ا ا 


جدول 16 - 










ر 


أو راج 


2ك عاد ا 


يمكن صياغة الموقف فى صورة مسألة أقصر طريق . تمثل المدن بعقد » والطرق السريعة بالأفرع ٤‏ وتكود التكلفة المرتبطة 
بالأفرع هى وقت السفر . والمصدر هو ريدجوود » والصب هو ويباف . 


١ الخطوة‎ 


١ 14 الخطوة‎ 


يوضح شكل ٠١‏ - ۷ ( أ ) الكشف الأساسي . وفيه تمثل كل مدينة بأول حرف من اسمها . وتختفى الأفرع 


» على التوالى » وتظهر “23 3808 20 تحت المصدر فقط بالقائل‎ © 800 7: ê CR ahd TR 
. ولاتوضح أى أفرع باستتخدام المصب كعقدة أو‎ 


: نوضج عقدة المصدر بنجمة 6 2؛ ونعين لا القيمة صفر . أرخض فرع يغاذر 2 هو 2 » ونوضح 


بتجمة » ونعين لها القيمة 18وهى تكلفة 20 نوضح الفرع 0 بدائرة ‏ وتحذف من الشکلی (yy ~- ٠١‏ 
كل الأفرع الأخرى التى لها العقد الثائية » وهى © بمعنى 70 08 06 ويكون الكش الأسامى الجديد 
هو الشكل 0-1١6‏ (ب). 


العقد الموضح بنجوم هى © » 2 . ومجموع العائد هو 0+32-32 تحت 2 » ونحصل عليه بإضافةاقيمة 8 
إلى تكلفة 87 > 18+12-30 تحت © » ونحصل عليه بإضافة قيمة © إلى تكلفة 0© . وحيث إن 30 هى 
امجموع الأصفر ء نوضح 0ن بدائرة و بنجمة ء وتعطى © القيمة 30 » ونحذف من شكل 18 - 7 (ب» 
كل الأفرع الأخرى التى لها © كعقدة ثانية ؛ بمعنى 70. وتكون النتيجة هى الشكل 8-18 (ج) . 


العقدة الموضحة بنجوم هى 2 026 . ومجموع العائد هو 0+32-32 تحت 2 ع 18+28246 تحت 


© ؛ 3041747 تحت © . وأصغر مجموع هو32 ؛ ومن ثم نوضح 241 بدائرة »و ۲ بتجمة» 
ونعطى ١‏ القيمة 82 » ؤنحذف من الشكل ١١‏ 7 (إجب) كل التفريعات التى لحا “لا كعقدة ثانية . وتكون 
النتيجة هى شكل 7-18 (د) . 


: العف الوحيدة الموضحة بنجوم » والتى لها أفرع غير موضحة بدوائر تحتها فى الكشفض الأسامى الحالى فى شكل 


٥‏ - ۷ (د) هی © »> ١‏ . مجموع العائد ذه العقد هو 30+32262 , 4-36 +32 على التوالى . لذلك 
نوضح .70 بدائرة » 2 بنجمة ؛ ونعطى © القيمة 36 » وتخذف كل الأفرع الأخرى النى لها م عقدة 
ثانية » ولإتوجد أى واحدة من هذا النوع . ويكون الكشف الأساسى الجديد هو شكل 18- + ره 


» المد الوحيدة الموضحة بجوم » والتى ها أفرع غير موضحة بدوائز تجا فى الكشف الأساسى الحالى هى ن‎ ٠ 


7 › © . ويكون مجموع العوائد على التوالى 30+32-62 ١‏ 49 32+19 , 36+11-47 . وحيث إن 47 


و 











هو أصغرها » نوضح PW‏ بدائرة W ٠‏ ببجمة ( المصب ۲ » ونعطى W‏ القيمة 47 ».و نحذف من شكل 
7-8 (ه) كل الأفرع الأخرى انتى لها 7# كعقدة ثانية . تكون العيجة شكل 7-18 (و) 


: يكون أقل وقت فيادة من ربدجوود إلى ويانى هو : 47 > *< . دقيقة . ولفحديد المسار الأمثل » نبحث فى 
شكل ١١‏ - 7 (و) غن فزع موؤضح بدائرة له/8 كعقدة ثانية » فتكون ۷ » ثم بالبحث. عن. فرح موضح 
بدائرة له © كعقدة ثائية » فيكون 12 .. نبحث.غن فرع مرضح بدثرة ل'1 كعقدة ثائية » فيكون “23 . 
ولحيث إن - ۸ هى المصدر , فيكؤن المسار المطلوب هو W[‏ 7۶,۶ ,۸7) . 
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وقّمت إحدى الشركات عقداً لتصنيع صناديق تعيئة » مدة العقد 4 سنوات غير قابلة للعجديد . وتتطلب العملية الانتاجية ماكينة 
خاصة لاتمتلكها الشركة . ويمكن للشركة شراء الماكينة وصياتها لمدة أربع سنوات ء ثم تبيعها كخردة » أو استبدال الماكينة فى 
أى سنة جماكينة جديدة . وتحتاج الموديلات الجديدة صيانة أقل من القديمة . وتقدر تكلفة التشغيل الصافية ( تمن الشراء + 
الضيانه ‏ الاستبدال ) لشراء ماكينة فى بداية الستة # » وييعها فى بداية السئة ثر » وتلك موضحة بالجدول ٠١‏ - ۳ » 
حيث تعبر كل الأرقام عن وحدات الألف دولار . 


جدول 98-م 





شكل 16-م 


حدد سياسة الاستبدال. التى تجعل تكخلفة التشغيل الكاية أقل ملبكن للماكينة خلال مدة العقد . 

يمكن جل هذه المسبألة بالبرنجة الديتاميكية » وبالتبال فإنها يمكن أن تضاغ فى صورة مسألة أقصر طريق غلن شيكة موجهة . 
دع العقد ٠...۷‏ تمل بدايات سنوات العقد » ولا بداية. البسنة الخامسة . والفرع الحجه من ¥ إلى رلا يجنى شراء 
الماكينة عند بداية السبة .2 ن¿ » واسعبداها أو تكهينها عند بداية السة .أ . والتكلفة المزتبطة بكلى فرع منى تكلفة التشغيل 
الضافية . وتوضح الشبكة فى شکلى ٠١‏ - ۸ . 





يوضخ شكلى ٩ - ٠١‏ ر أ ) الكشف الأساسى لهذه الشبكة الموجهة . وتتطبيق طريقة أرخص مسار عليها نحصل على 
الأشكال. ١8‏ - 4 (ب) حتى ١٠6‏ - 4 (ه) على التوالى . ومن الشكل 5-5١١6‏ (ه) 


( ألف دولار) 45 ددع 


ويكون المساز الأمثل هو .(ولارطا ,و ,4 .. ويمثل هذا المسأر مبياسة الشراء للماكينة عند بداية السنة الأؤلى » واسعبداها 
بماكينة' جديذة عند بداية" السنة الثالقة » وأخيراً تكهين الماكينة التى عمرها سنتان: عند بداية السنة الخامسة . 
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. حدد السار من المصدر 4 إلى الصب 6 الذى يستوعب تدفقاً موجياً‎ ٠١-16 فى شكل‎ 8-6٥ 





5-8 


8 -؟9 


نيدأ بالمصدر ‏ ونوجد كل العُد التى يمكن الوصول إلها مباشرة من| 4 خلال الأفرع التى تسمح بتدفق موجب حار جاً من 
۸ وهی ۴ 4ھ ,۴ ,8 کا هو موضح بشكل ١١ - ٠١‏ (أ) ء ثم تأخحذ فى الاعتبار بعد ذلك هذه العقد الثلاثة الجديدة على 
التوالى . 

بالتركيز على 8 أولاً » نحدد كل العقد غير الواضحة فى شكلل ١١ - ١١‏ (1)ء والتى يمكن الوصول إلييا من 9ز خلال 
الأفرع التى تسمح بتدفق موجب من 8. ولايوجد أى منها . وبالتركيز على 2 نرى أن ,لم ,8 .ع يمكن الوصول إليها 
خلال أفرع تسمح بتدفق موجب من 29 ولكن حيث إن للم » 8 تظهر فى الشكل 15-1٠‏ (1)» قتضاف 6 
فقط . ومن م يمكن. الوصول إلى 4 » 2 خلال الأفرع التى تسمح بتدفق موجب » ولكن حيث إن 4.تظهر فى شكل 
١١ - 8‏ (أ) فنضيفب 2 فقط . وتكون الشجة شكل ١١ - ١8‏ (ب). 

والآن نعتير النقط € » © على التوالى . بالتركير على ح أولاً » تحدد أن 4 8 ,كر , © يمكن الوصول إليها مباشرة من 

خلال الأفرع ذات التدفق الموجب من © . وحیث إن هذه العقد تظهر أصلاً فى شكل ١١ - ١6‏ (ب) » فلا نحدث له 
أى تعديل » ونعتبر بعد ذلك العقدة 2 . من 2 نستطيع الوصول إلى 4د » © خلال الأفرع التى تسمح بتدفق موجخب . 
وحيث إن © فقط هى الجديدة ؛ قإننا نوصلها بالشكلل ١١ - ٠١‏ (ب) » ونحضل على الشكل ١١ - ١6‏ (ج) . ويتبع ذلك 
الشكل الأخبر أن (59,206 ,هم هى السار من المصدر إلى اللصب الذى يستوعب تدفقاً موجباً و بوحدة واحدة ) . 


حدد أعلى تدفق للمواد التى يمكن أن ترسل من المصدر 4 إلى المصب 2 خلال الشيكة الموضحة بالشكل 18 - , , 

مسار واحد من اللصدر إلى المصب هو الفرع 42 الذى يصل بين هاتين العقدتين مباشرة . ويستطيع أن يستوعب 8 
وحدات . بشحن هله الكمية » فإننا نسلم 8 وحدات إل 2 » ونخفض طاقة AD‏ ب 8 » وحدات ونزيد طاقة م0 ب 
8 . ويوضنج الشكل ١١ - ٠١‏ رأ ) ألسبكة الناتية . 


مناز انحر من المصبدر إلى المصِب الذى يستوعب التدقق الموجب هو (28,82© 6م) . وأعلى كمية من 
الواد التى يمكن أن ترسل خلال هذا المسار هى 4 وحدات » بطاقة 88, . وبإقام هذا الشحن , نزيد الإمداد عند © ب 4 
وحدات إلى 8+412 » وفى تفس الوقت نخفض طاقات 89 2804 ,8© ,4€ ب 4 وحدات » ونزيد بنفس الككمية 
طاقات 80 ,4 ,28 . ويصبح الشکل ۱١‏ - ۱۲ (ا) هو الشکل ٠١‏ - ۱۲ (بم . 


يستطيع المسار {AC, CD}‏ فى شكل ٣ ٠١‏ ۱۲ (ب) استيعاب 3 وحدات من ه إل 2 . وبإتمام هذا الشحن » 
نزيد الإمداد عند 82 3 وحدات 212+3-15. ونخفض طاقات 804:72 40 3 وحدات . ونزيد أيضاً طاقات 
>0 نه 3 وحدات . وتكون الشبكة الجديدة ٠١ - ٠١‏ (ج) . 


وأيضا نزيد 3 وجدات طاقات 4© و20 موتكون الشبكة الجديدة 5 - ۱۲ ر ج ) استيعاب 7 وحداث من المصدر إلى 
المصب , يعمل ذلك الشجحن ء نزيد الامداد عند نه إلى 22 - 7+ 15 وحدة » وغخفض طاقات 61 ,80 ,428 7 وحدات 
ونزيد أيضا 7 وحدات طاقات 5€ C8,‏ ,84 وتوضح التیجة فی شكل 2-1٠8‏ 15 (ع) ا 


اليوجد منبار من امصدر إلى امصب فى شكل ٠١‏ - 18 (د) يسمح بتدفق موجب . لذلك فإن أكو كلمي كن أن ترسل 
من 4 إل هی ه2 وخدة . ولتجديد جدول الشخن الأمثل , نقارن شكل 16 - ١١‏ ( دع يشكل 15 - 0١‏ 
ونلاحظ التخفيض التالى فى الطاقات : 7 وخدات من فر إلى 8 8 وحدات من 4 إلى 2 »7 وحدات من 4 إلى © 2 
4 وحدات من 8 إلى 7 + 3 وحدات من 8 إل © » 10 وحداث من © إلى 22 . وهذه التخفيضات تعتبر كشحنات : 
وتكون جدؤل الشحن الأمثل , : 


اشرح معنى زيادة الظاقات العكسية كا هو متفق عليه فى الخخطؤة 3 فى طريقة التدفق الأعلى . 
زيادة هذه الطاقات تسمح بتدفقات فى الاتجاهات العكسية فى مراجل متأخرة فى الطريقة . وهذه التدفقات الوضعية ضرورية ‏ 
لتصحيح التدفق السابق تحديده » والتى ثبت أنها مثالية . 


~~ 


يعطى مثال فى المسألة ١‏ 5 ؛ وذلك ف المحاولة الثانية يحدد أن السار (82 ,8© ,4€) يستطيع أن يستوعب تدفق 
مياشر 4 وحدات . باستخدام هذا المسار » ومع ذلك .. ليس مثالياً » ووجد أن الجدول الأمثل يشحن 3 وحدات من 8 إلى 
©ء ولاشىء من © إلى 8 . بالرغم من ذلك .. فإن شحن 4 وحدات من © إلى 2 وزيادة الطاقة من 8 إلى 6 4 
وحدات تسمح بتصحيح هذا الخطأ بعد ذلك ف البرناج . وف الحقيقة .. الخطوة الأخيرة فى الحل بامحاولات تسمح بشحن 7 
وحدات خلال (2© 86 ,8 4) ولكن هذا الشحن لم تكن فى استطاعته زيادة الطاقة فى 8€ عن قيمتها الأصلية 5 وحدات . 
وفعلياً هذا التدفق ل 7 وحدات من 8 إلى © يصحح التدفق غير الأمثل السابق ب 4 وحدات من © إلى 8 » تاركاً تدفق 
صاق 3 وحدات خلال 86 فى الاتجاه © , 





95 ۱۲۹۵ شکل‎ 9 
Supplementary Problems 


48-8 حل مسألة النطاق الأدنى للشبكة الموضنحة ف شكل ١-186‏ 





a 


. ٠١ - ٠١ .حل مسألة النطاق الأدنى للشبكة الموضحة فى شكل‎ ٩ - ٥ 





٩٤ - ٩٩ شکل‎ 


. ١4 - ٩٥ أوجد مسار أقلى تكلفة الذى يصل ۸ » ا ف الشبكة فى شكل‎ ٠١ - ٥ 


١١ - 8‏ حدد أكبر كمية من المواد التي يمن أن تشحن من يي إلى .4 خلال الشنبكة الموضجة فی شکل. ٠۳ - ۱١‏ » بافتراض أن 
الأعذاد على الأفرع: تنبل طاقات العدنق فى كلا الاتباهين ٠",‏ : 


- ۱۲ حدد أكبر كبية من المواد التى يمككن أن تشحن من 4 إلى >3 خلال الشبكة الموضحة فى شكل ٠١ - ١١‏ » بافتراض أن 
الأعداد على الأقرع تمثل طاقات. التدفق, فى كلا الاتجاهين . 


. إذا كانت 4 هى المصدر » و ل هى الملصب‎ ٠١ - ٠١ حل مسألة التدفق الأعلى للشبكة الموضحة فى شكل‎ ١١ - ١ 





NEA 


١4 - 8‏ أعد حل المسألة ١١ - ١8‏ إذا كانت 4 مصدراء بالإضانة إلى 2 . 


© - 18 يجب أن تتقل احدى الشركات 50 وحدة من المنتجات من لوس اتجلوس إلى نيويورك . ويعطى جدول ١١‏ - 4 تكاليف النقل 


( بالدولار لكل وحدة ) بين امخازن التختلفة للشركة + وتعنى النقط بالجدول أنه لاممكن التقل مباشرة بين الخازن المداظرة . أوجد 
جدول النقل الأمثل . حل المسألة كأقصر طريق أولاً » ثم س كنوع من التحقتي ‏ حل المسألة كمسألة تقل . 


جدول 4-56 





) ه ر الكميات بالدولار‎ - ١8 قامت إحدى شركات الإنشاءات: يتجميغ بيانات عن عربات النقل » أ فى البدول‎ ١5-68 


197-58 


18-86 


8 - ٩8 جدول‎ 





لاتحفظ أى عربة شن أكار من خمسة أعوام . حدد. سياسة الاستبدال لعربة عمرها حالياً ستتان » والنى بعل مصروفات 
التشغيل أقلى ماییکن خلال ٩‏ سدوات ارقن ات مروت فار اتی ہی 21090 عولار + ولخاري عريات جايدة قط 
للاستبدال . حل المسألة أولاً كأقصر طريق » ثم تحقق من امل باستخدام البرمجة الديناميكية . ( ملحوظة : خط مل"كبداية للفترة 
الزمنية » ثم ولا إلى ولا كبدايات للتببع ستوات القالية » و ١-2‏ تثل يوم شراء العربة الحلية ‏ ولا غير الطنوية ) . 
القطع فى شبكة له مصبدر ومصب » وجو أ نموعة متجهة من الأفرع تمتوى على الأقل على فرع واحد من كل مسار من 
المضدر إلى المصب . وقيمة القطيع هى مجموع طاقادتء التدبقق فى الاتجاهات المحددة للأفرع المكرنة للقطع . فى الشبكة الموضحة ق 
شكل 1١ - ١6‏ ء والتى فيبا تقطع ثلانث جموعات من الأفرع » ماهى قي هذه القطع ؟ 

تنص نظرية أكبر تدفق » وأقل قطع على أن التدفق الأعلى لأى شبكة مصدر واحد ومصب واحد خلال الشبكة يساوى قيمة أقل 
قطع فى الشبكة . باستخدام هذه النظرية ونتائج المسألة ٠١‏ - 1۷ » حدد حا أعلى للعدفق خلال الشبكة فى شكل 
1-6 


- Yq — 


194-68 أوجد قطع خلال الشكل ٠١ - ١١‏ تكون قيمته 1 » وباستخدام نظرية التدفق الأعلى وأقل قطع ونتائج المسألة 18 - ه استنتج 
أن أعلى تدفق خلال الشبكة هو وحدة واحدة . 
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اجزء الثاني : الطرق الاحوالية 
PART IH: Probabilistic Methods‏ 
الفصل السادس عشر 





نظرية المباريات 
Game Theory‏ 


64MES البارياٽت‎ 


المباراة هي موقف تنافسى بين 27 أشخاص أو مجموعات يطلق عليها 0 اللاعبون ٠‏ . وتجرى تحت قواعد موضوعة مسبقاً بعائد مغروفب . 
تخدد تلك القواعد الأنشبطة الأولية أو تخركات المياراة . ويسمح للاعبين امختلفين بتحركات عفتلفه » ولككن كل لاعب يعرف التحركات الممكلة 


إذا كسب أحد اللاعبين ما يخسره الآعر » فإن المباراة تسمى « مباراة صفرية 6 . والمباراة بين شخصين هى الجاراة التى لها لاعبان اثبان 
فقط » وتسمئ المياراة بين شخصين ء وكذلك الصفرية . 9 مباريات المضفوفات ‏ . وهذا هو النوع الوحيد الذى ستأخذه فى الاعتبار فى هذا 
القمبل . 


5134756185  .تايجيتارتسألا‎ 


السياسة المطلقة هى خطة محددة مسبقاً تصف للاعب التحركات والتحركات المضادة التى سيقوم بها خلال المباراة . وفى مباريات 
المصفوفات » نجد أن أى لاعب تكون له مجموعة محددة من السياسات المطلقة » رغم أن عددها قد يكون كبيراً » فاللاعب (101 يعرف مجموعة 
سياسات اللاعب (110 : ولكته لايعرف بالتأكيد أى من عناصر هذه امجموعة (1101 سيقوم بها عند بداية لعب الباراة . لذلك .. فإن التوصيف 
الكامل للمباراة يُعطى بمصفوفة العائد ( ألريحية ) » جدول ۱۹ - ١‏ » يعطى الكمية 86 التى يكسبها اللاعب 1 من اللاعب 11 عندما ينقذ 
اللاعب 1 استراتيجيته المطلقة رقم ن » ,هر وعندما يلعب 11 استراتيجيته المطلقة رقم از » رل ( مصفوفة الرجية للاعب 11 هى القم السالبه: 
للمصفوفة السايقة ) . 
جدول ٩ - ٩٩‏ 


اللاعب 31 





مثال 6 - ١‏ : اعتبر المياراة التى يكشف فيا لاعبان عن 3 ,2 ,1 أصابع لکل مم . إذا كان مجموع الأصابع المكشوفة وجا يدقع 
اللاعب 11 للاعب 1 المجموع بالدولارات ؛ وإذا كان المجموع فردياً » يدفع اللاعب 1 للاعب 11 الجموع بالفولارات . 
تحدد السياسات المطلقة لهذه المباراة الصفرية البسيطة لشخصين بالتحر كات القردية ( لا يكن عمل هذا بلعب الحظ مغلا : إذا تمرك إلى 
المركر أولا » سأتحرك إلى الركن الأعلى الأيمن » وإذا تحرك إلى الركن الأسفل الأيمن سأتحرك .. .. ) . وبالاضافة إلى ذلك .. فإن نكال 
اللاعبين نفس مجموعة السياسات المطلقة [ 2,3 ,1] . تعطى مصفوفة الربحية فى الجدول 15 ۲ . 
يكون ادف فى تظرية المباريات هو تحديد «أحسبن » استراتيجية للاعب » مع افتراض أن منافسه رشيد » وأنه سيقوم بتحركات مضادة 
ذكية . وبالتالى » فإنا اختار أحد اللاعبين نفس الاسترائيجية المطلقة » أو نفس الاستراتيجيات بنفس الترتيب » فإن منافسه سيتعرف على هدا 
اند » وسيتحرك ليبزمه إن أمكن .. وعبمومًا .. فإن الاستراتيجية الموؤثئرة هى ١‏ الاستراتيجية الختلطة » الحددة بالتوزيع الاحتالى مجموعة من 
الاستراتيجيات المطلقة . للمباراة فى جدول ١ ١7‏ يمككن تعريف الاستراتييجية الختلطة للاعب 1 بالحجه الاحتالى 
0 


Ke [x1 X2, "لمن‎ 


حيث إن (1,...,7 = ) ب تناسب. الزمن ( بمعتى التكرار التسيى أو الاحتال ) الذى يخثار فيه لله . وبالمثل تكون الاستراتيجية 
للاعب 11 هى 


١-0 yn" 


حیث (,... ,1= ل) رر هی احهال أن رع قد أخعيرت . وكإحهالات » فإك × » رر تكون لاسلبية , عند 


ا w‏ 
1ر =2 
j*1‏ ل 
مثال 35 : فى مباراة امال 15 ١‏ إذا كشف اللاعب 1 دائماً ثلاثة أصابع » فإن اللاعب 11 يمكن أن مبزم هذه الاستراتيجية المطلقة 
بكشف أصبعين فققط دائماً . وإذا نفذ اللأعب 5 تسلسل الاستواتيجيات المطلقة .... ,3,2 ,2,3 ,3 ,2,3 ,3,3 » فإن اللاعب 31 يمكن أن يهزم 
| هذه الاستراتيجية بالتسلممل .... ,2,2,3 ,2,2,3 ,2,2,3 , 
إذا نفف اللاعبب 1 الاستراتيجية امختلطة ”[1/2 :13 ,1/6] =× , فإن 1 جخطط ليكشف إصبعاً واحداً سلس علد المراا » و[صيعين ثُلت 
عدد المرات . وثلاثة إصايع نيصف علد المواتم . ولتنفيل الاسترائيجية » فإن اللاعب 1 يجب أن يرمى الزهر قبل كلى لعبة . وإذا أظهر الزهر 
الرقم 1 ( الذى له احهال 1/6 ) فإنه يكشف إصبعاً واحداً ؛ وإذا أظهر الزهر الرقم 2 أو 3 ( اللذان لحما الاحيال 3 = 6 , زإنه يكشف 
إصبعين ؛ وإذا أظهر الزهر الأرقام 6 ,5 ,4 ( التى لها احهال 1/2 - 3/6 ) » فإنه يكشف ثلاثة أصابع . ' 


المباراة المستقرة 6434385 24812و 
افترض أن اللاعبين للمباراة الموضحة فى جدول ١ -+ ١5‏ مقيدون لاستخدام. الاسترائيجية المطلقة » واكتب : 


2 أعلى قيمة لأقل مكيب للاعب 1 
على أقل رم ٠‏ 0-7 
El... jal...‏ 

أقل قيمة لأعلى خسارة للاعب 11 
أقل أعلى رع ر( 
j=tl....8 il. mM‏ 


د 


إذا لعب اللاعب 1 الصف الذى يؤدى إلى أعلى قيمة فى (15 - )١‏ # أعلى استرائيجية د فإنه سيكون متأكداً من كسب كمية 886 على أسوأً 
فرض ) بنا بلب صف آخرء فإنه يمكن أن يكسب أقل من .+78 ( وبالتكافوٌ » فى ظل أعلى استراتيجية » بسر اللاعب 1 87" على أسوأ 
فرض ) . وبالتتاظر .. إذا لعب اللاعب 1 العمود الذى يؤدى إلى أقل قيمة فى (17  )5-‏ الاستراتيجية الأعلى ‏ فإن حسنارته الو كدة 
( التى تعتبر مكسب للاعب 1 ) ستکون على أسوأ فرض . سنقول أن هاتين الاستراتيجيتين ستحققان أقل أعلى دلالة . 
والآن من التعريف 

(~1) miri S hy 
فإن اللأعب 1 سيضعف مؤقفه بالبغد غن الأستراتيجية الأعلى » واللاعب 11 سيضعف موقفه‎ » ٠, = لأى مباراة مصفوفة إذا كانت ر"‎ 
بالبعد عن أقل أعلى استراتيجية فقط . وهذه الباراة تكون « مستقرة » » وتكون الاستراتيجيات هى الموصفة مسبقا بأقل أعلى دلالة مثالية لكل‎ 
: : من اللاعبين . بالاضاقة إلى ذلك .. فإن كلا من اللاعنين يمكن أن يوافق على كيفية لعب المباراة ( بالنسبة للاعب 1 ) 2 بمعنى‎ 


24 عد‎ my = Mi 


تسمى *© « قيمة 4 المباراة. ؛ وهى الكمية المدقوعة بواسطة اللاعب 13 للاعب 1 عندها يستخدم كل منبما استراتيجيتة الحلى . 
وتلخيضاً لذلك .. فإن كل حياراة مستقرة تكون ها قيمة واحدة » واستراتيجية مثلى ( مطلقة ) لكل لاعب . ( لاحظ أن الاستراتيجيات 
الملل لا تحتاج أن تكون وحيدة ) 1 ١‏ 


الباريات غير اة UNSTABLE GAMES‏ 

إذا تحققت المتباينة ( ٣ - ١5‏ > فإن المباراة: تكون. « غير مستقرة »2 وتصبح. الاستراتيجية المطلقة الموضحفة بأفل أعلى دلالة غير ملل . 
وتكون النتيجة الأساسية . لباريات المصقوفات هى عند استخدام استراتيجيات مشتركة » فإن المبازيات غير المستقرة يكون لما حلى أيضا » 
بمعنى استراتيجيات مثلى وقيمة. على أن تسعبدل العائد العشواق. بقيمنه النوقعة . 

فى ظل الاستراتيجيات الختلطة ( المعرفة بالمتجه الأحتالى 26 للاعب 1 »و ل للاعب 1۲ » یکون المائد من 1۲ إلى 1 متغيراً عشوائياً له 
القيمة المتوقعة . 


4-14 EX. =F 3 sew, 
: وبالتناظر مع (۱۹ - ۱(۰“ ۲) نکتي‎ 
1 ره عه أعلى قيمة لأقلى ربح متوقع للاعب‎ 
)-( (E4, ¥( أعل ( أل‎ = 
11 أقل قيمة لأعلل خسارة متوقعة للاعب‎ 
(1-1 ) 8), ۷( س أقل ( أعلي‎ 
: وفيا × > ۷ تتراوج بين متجهات الاحهال ذات الأبعاد :8 » « على الثوالى . لذلك نحصل على‎ 
لأى مباراة مصفوفة » توجد استراتيجية ملل "ا »> *لا بحيث إن‎ Minimax fheorem : نظرية أقل أعلى‎ 
EK, ¥= M, = Ma = G°* 
وبمعنى أخخر .فإ أى مباراة مصفوفة تتكون لما قيمة . لاحظ أن الباريات الستفرة أيضاً تتطبق عليه نري الل أعلى + حيث إن الاستراتيجية‎ 


المطلقة هبى استراتيجية متلطة خاصة لما عنصز واحد غير صفرى ( يساوى ١‏ ) 


0 EF — 


SOLUTION BY LINEAR PROGRAMMING  ةيطخا الحل بواسطة البرمجة‎ 


الاستراتيجيات المثلى المضمونة بنظرية الأقل أعلى » وكذللك قيمة امباراة عكن أن محسب من خلال البريجة الخطية . والاستراتيجية المثلى 
للاعبب 31 تفضل فى حل البرناج الخطى التالى . 


Zz = تعظم اجرلا‎ 
duit Suat finn 7 Ja1 5 0 : علماً بأن‎ 
gait gaya <F Bann ~ Ya 0ك‎ 
( 0 9 TT aaa E 


Banat °°° + Bann 7 Yar 5O‏ + لز رمع 
21 لر ٠٠٠+‏ +يو جي 


حيث إن 18722:...:928 :391 لا سلبية 


وهنا يمور ع * 6 .ول وبر وو د دي بزيادة كل 8# مبدئياً ببس الكنمية الموجبة ( هذا يترك طيعة الياراة دون تفي » 
فإننا نجمل 0= رع لذللك يكون العائد التوقع للاعب 1 لا سليياً أيضاً . ويك إن هذه الكمية تمثل ب تملا فى البرتاج (۱۹ - ۷) » 
فإنه يتبع ذلك أن تكون كلى المتغيرات مقيدة لتكون لا سابية تحت هذه الظروف . ويالتكافۇ .. فإن 1+« يكن أن تسبتبدل بالفرق بين 
متغيرين جديدين لا سلبيين . وتكون الاستراتيجية الثلى للاعب 1 هى متجه الاحتال الذى تككون عناصره هى حل ازدواج البرناج 
١‏ - ۷) . (انظر امسألة 5 - @ . 

وعندما تکون لأى لاعب استراتيجيتا مطلقتان فقط » فإن الاستراتيجية الملى. هذا اللاعب يمكن تحديدها بالرسم . ( انظر المسألة 
)٠١١ -‏ وإذا كان لكلا اللاعبين استراتيجيتان مطلقتان بالضبط » قنكون الاستراتيجيات الملى هي : 


A-3 ت‎ 22821 x1 = 11-2 
7 10 ددع سيوع ل‎ B2 ` gı gn go” B2 
4-۱7 عكر 22 نر‎ 1 B2 


B2 gu * Ba 812 Bat‏ 827 يوج أ ررق 


27 - + ۰-۱0( 
821 يوم ل يوق ورم 


أنظر المسألة ١١(‏ - بوم 


` DOMINANCE السيطرة‎ 


الاستراتيجية المطلقة 2. مسيطر عليها بالاستراتيجية المطلقة © . وإذا كان لكل اسعراتيجية مطلقة: للخصم ‏ العائد المرتبط ب 2 ليس 
أتمسن من العائد المرتبط ب 2 . وحيث إن الاستراتيجية المطلقة المسيطرة لا يمكن مطلقاً أن تكون جزءاً من استراتيجية مثلى » فإن الصف 


أو العمود المناظر في مياراة المصفوفة يمكن أن يخذف كأسيقية أولى . 


هعون 


مسائل محلو ل 
Solved Problems‏ 


١-5‏ انشىء مصفوفة عائد للمباراة التالية . يعمل كلل من متجرين كبيرين على إنشاء مخزن فى منطقة ريفية تخدم ثلاث مدن . وسين 
شكل 15 - ١‏ المسافات بين المدن ويعيش % 45 تقريياً من تعداد النظقة بالقرب من المدينة شاء ويعيش 90 35 بالقرب من 
المدينة 8 و 2090 بالقرب من المديئة © . وبسبيب أن المتجر 1 أكبر من وله سمعة طيبة عن المتجر 31 » فإن المنجر 1 سيتحكم فى 
معظم الأعمال إذا قارنا وضعيهما . ويخشى كلا المبجرين من اهتامات الآخر فى المنطقة » وكل منهما قد اسسعكمل دراسة التسويق 
التى تعطى دلالات متشاببة . فإذا وقع كل هن المتجرين فى نفس المدينة أو على مسافة متساوية من مدينة ما ء فإن المتجر 1 
سيتحكم فى 65 فى المفة من حجم الأعمال فى هذه الدينة . وإذا كان التجر 1 أقرب إلى مدينة ما من 21 » فإن المتجر.1 سيتحكم 
فى 90 فى المثة من حجم أعبمال هذه المدينة . وإذا كان المتجر 1 أبعد عن مدينة ما من المتجر 11 فإنه سيأخخذ 40 فى اة من حم 
أعمال هذه المدينة . ويذهب باق حجم الأعمال فى كل الحالات إلى المتجر 11 . بالإضافة إلى ذلك .. فإ كلا المتجرين يعلم أن 
سياسة المنجر هى عدم التواجد ف المدت الصغيرة » وتقع المدينة © واخل هذه الفعة . 





"1١5 شكل‎ 


هناك لاعبان هذه المباراة » المنجر 5 والمنجر 31 . للاعب 1 استراتيجيتان مطلقتان : +4 ( التواجد فى المدينة 4 ) > د4 
( الغواجد فى المدينة 8 ) ؛ اللاعب 11 له ثلاث استراتيجيات : :8 ( التواجد ف المدينة .هم ) ؛ 82 ( التواجد فى المديتة 
) ؛ و8 ( التواجد ف المدينة © ) نأخف العائد للمتجر 1 لتكون نسبة حجم الأعمال ف المنطقة التتى سيحصل عليها 7 ء 
طبقاً لدراسات التسويق . وحيث إن أى ثقطة زيادة أو اتخفاض ف النسبة تمثل انخفاضاً أو زيادة بمائلة للمتجر 31 على التوالى » 
فإن المباراة تكؤن ذات لأغنين ضغفرية : : 


إذا وقع المنجران فى نفس المدينة » قإت اللاعب 8 سيحصل على 65 فى الة من حنجم العمل فى المخطقة كلها . لذلك .. 
65 ديوع > روه . إذا وقع المتجر 8 فى المديئة به » بينا بقع المنجر 11 فى المدينة 8 , فإن اللاعب يكون أقرب إلى المدينة 4 
من اللاعب 13 » ولكن اللاعب 11 يكون أقريه إلى المدينتين 8 ء © من اللاعب 1'. وبالتالى اللاعب 1 يحصل على : 


)0.90()045( + )0.40()0,35( + )0 .40(/00.20( - 0625 


2 أو 62.5 فى المة من حجم أعمال المنطقة . لذلك 625 عورع. وإذا وقع المج 1 فى المدينة 8 والمتجر 11 فى المدينة © » فإن 
اللاعب 1 يكون أقرب إلى المدن 8 مقء بيغا اللاعب 11 يكون أقرب إلى المديتة © . وبالتالى يفصل اللاعب 1 على : 


{0.90X0.45) + )0.90()0.35( + )0.40(0.20( < 00 


أو 80 فى الحة من حجم أعمال المنطقة . لذللك .. 0 ع دمع . وبائشل 80 سيوع > 675 = دع . وتجمع هذه الاج 
فى الجدول ٣ - ٠۹‏ الذى يبين مصفوفة الريحية للمباراة . 


Ee —‏ سا 


كوه ؟ة 


جدول كواب 
اللاعب ]ر 





أنشىء مصفوفة الريخية للمياراة الالية : يحتوى برميل على عذد متساي هن الکرانت الحمراء واللنضراء . يتثار اللاعب. 1 عشوائيا؟ 
كرة: واحدة » ؤيقيحص لونها دون أن برأها الاب 11 . إذا كانت الكوة جمزاء يققول اللاعب 1 و حصلت على كرة حراء » , 
ويطلت من اللاعبب.31 دولاراً واحداً . وإذا كانت _الكرة خضراء يقول اللاعب 1 ١‏ الكرة خضراء ؛ ويدفع للاعب 11 دولاراً 


واحداً » أو يقوم اللاعب 1 بالخداع بقوله « الكرة جمراء 0 » ويطلب جولارا من اللاعب iF‏ وعندما يطلب اللإعب 1 دولاراً 4 
إن اللاصب 1! مكنه أ يدفع أو يتحدى اللاعب 1 فی معرقۃ لون الكرة إذا ما كانت حمراء أم 8 . عبد التحدى يجب أن يله 
لامب 4 الكرة للاعب 31 . وإذا كانت حمراء فم » يدقع اللاعب 18 للاضه قل دولارين , وإقالم تكن حمراء يدقع الوب ۲ 
اغب 11 دولارين . 
اللاعب 1 عتده استراتيجيتان مطلقتان فقط هما : 
: أن يعلن اللون الحقيقى للكرة 
: أن يعلن أن لون الكرة أحر » سواء أكانت كفلك أم ل 
[ لاحظ أن الاسبتراتيجيات المطلقة ل 1 لا تنطبق مح تجركاته.ء وهى (3) أن يعلن أن الكرة حراء » (بم أن يعلن أن الكرة 
خضراء ] . وللاعببه 11 أيضاً استراتيجيتان مطلقتان هما : 
4٠‏ : أن بضدق اللاعب 1 
دق : أن يصدقه إذا أعلن أن الكرة خحضراء » وأن يتحداه إذا أعلن أن الكرة حمراء . وحيث إنه إذا كسب أحد 
الأشخاص ‏ فإن الآنعر يخسر + فإن. المباراة تكون. صفرية ذأنت لاغبين . 

ف هذه الباراة نجد أن مضفوفة الريحية للرتبطة بالاستراتيجيات المطلقة تكون متغرات عشوائية » ونستبدطا بقيمها المتوقعة . 
لذلك .. تکون 1 جي اربج المتوقع للاعب 3 إذا أعلن اللاعب 3 اللون الحقيقى للكرة الختارة ويصدقه اللاعب 31 » وحيث إن 
نصف عده المرات تكون الكرة حراء » والنصف الآحر تكون خضراء ء فإن 

gu =1(1)+ H~ =0 


الجائد جوم هو العائد. المتؤقع للاعب 1 عندما يعلن اللاعب. 1 اللون الحقيقى للكوة ويتحداه اللاعب 1 عند إعلان أن الكرة 
خمراء . وحيث إن الكرة. لما احهال 2⁄ لتكون يأحد اللونين ء فإن نصفف عدد المرات لن يكون هناك تمك » واللاعب 11 
سيتحدي نصفب عدد المرات ويخسر . لذلك .. 
104+ (1-)1 مدع 
بالمكل 
0 -2+10-)1 دمع 1 بيع 
تجح هذه العائج باللبدول - 4 الذى يمثل مصفوفة العائد. للمياراة 


جدول 5 1 
اللاعب 33 


a» 
0 i2 
1 0 


ES 





. يمكن أن تستبحد من خلال التفضيل‎ ٣ - ١5 حدد ما إذا كانت أى استرائيجية مطلقة فى الباراة فى جدول‎ ۴ - ٩ 


اللاعب 1 يمكن أن يستبعد :4 ( التواجد ف المدينثلش) » خيث إن العائد من هذه الاستراتيجية يكون دائماً أقل من » أو 
يساوى العائد الناظر من .4 . واللاعب 11 يكن أن يستبعد كلا من ,8.: و8 كتداغعل مع وق( لاحظ أن العائد للاعب 11 
هو الفم السالبة فى الجدول ١5‏ - © للاعب 1 ) . وبحذف الصف الأول , والعمودين الأول » الثالث » فإن مصفوفة العائد 
تتكون من مدخل واحد . لذلك .. تكون 442 82.٠‏ استراتيجيات مثلى . لذلك يجب أن نتواجند كل من المتجرين فى المديدة 
8 ء وسيتحكم الجر 1 فى 65 ف المته من حجم أعمال المنطقة » والباق 35 فى الخة سيذهب إلى المدجر 11 . 


4-5 دع '6 لدل مصفوفة الباراة الناتجة من المضفوفة ©6 بحذف الصفوف والأغمدة للفضلة , بين أن © تكون مستقلة إذا كانت 
مستقلة , 5 


يكفى أن نعتبر الحالة التى فيبا الصف الأول فى © يفضل عن الصف الثانى . إذا كان مد8 » 8# ها أقل قيمة فى 
الصفين ( موضحين بدوائر ) 


رع ° پچ لل 59 ده Eu‏ 
فإن 858 » وأيضاً م83 6 :© ( بالتفضيل ) . لذلك .. 
مدم = مرق 
وهذا يعنى أن أعلى حد أدلى فى © هو نفسه أعلى حد أدنى فى '© , أى أن ,م - يم 
وبالاضافة إلى ذلك .. إذا احتوى الصف 1 على عمود حد أعلى فى ب© سم مثلا :81 يتبع من أن © موه هی حد 


أعلى فى العمود , وبالتالى أقل حد أعلى فى الغمؤد فى © هو نفسه أقل حد أعلى فى '© ١‏ أى أن 8# > 8 نستبعج أن 


m= mf ر إذا كانت فقط‎ = mr 


5 - 8 هل الباراة فى جدول ٣ - ٠١‏ مستقرة ؟ 
نعم » من المسألة ۱١‏ - ۳ء 4-١‏ 


54-5 هل الباراة ف اللجدول ٤ ~ ۱٩‏ مستقرة 8 : 
هنا ي" =1/2> 0> به الباراة غير مستقرة . 


. ٤ - 1۹ أوج الاستراتيجيات الثلى لكل من اللاعبين للمباراة فى الجدول‎ ۷ - ١ 
المباراة غير مستقرة , وبالتالى لا تحل بالاستراتيجيات المطلقة . وحيث إن هذه الباراة تتضمن‎ 3 - ٦ تحدد فى المسألة‎ 
)ع , (15 - 8) مثل‎ - 1١5( استراتيجيتين مطلقتين بالتحدي, لكل لاغب : فإن الاستراتيجياث المثلى ( الخططة ) هما 6 فى‎ 


0-1 2 PORE 
“FOU 3 1-1-1-3 
OR O 1 Rak 2 
jî 0+0-0/2-1 3 y= 1-y 3 


E 


وتبعاً لذلك .. فإن اللاعب 11 يجب أن يصدق اللاعب 1 ثلث عدد المرات » بينا يتحدى اللاعب 1 الثلثين الثانيين من عدد 
المرات إذا أعلن اللاعب 1 أن الكرة حمراء . ويب أن يعلن اللاعب 1 اللو الحقيقى للكرة ثلثى عدد المرات » بيها يخدع الدلث 
الثالث من عدد المرات . وإذا كانت الكرة خحضراء » تككون التنيجة النبائية من (15 - )٠١‏ هى عائد متوقع 


1 (41/20-(49:0 عن 


ا 1 لل - 


للاغب 1 فى كل مرة تلعب المباراة . والعائد المنوقع للاعب 31 هو القيمة السالبة لهذه الككمية , 
48-5 أوجد. الاستراتيجيات المثلى لكلا اللاغبين للمباراة المعرفة بمصنفوفة العائد » والمعطاة فى الجدول 95 - م , 


جدول ٩٩‏ - 8 جدوؤل ٩ - ٩٩‏ 
اللاعب 11 اللاعب 11 





اللاعب 1 
اللاعب 1 





الاستراتيجية المطلقة +8 مسيطر عليما ب و8:( وكفلك 82 ).. لذلك: يمكن أن تحذف , وبمجرد ذلك » فإن 42 يسيطر 
عليها ب دخدء ومن ثم د4: أيضاً يمكن أن تستبعد . وتكون مضفوفة: الغائد الناتهة هى جدول 4-5 الذى فيه 


بره 15د عمقت د وروز 


وحيث إن المباراة غير مستقرة + تكون الاستراتيجيات. لكلا اللاعبين مختلطة ومفصلة في حل البرناج 1١(‏ - ؛) . وللعائد فى 
جدول 5-5 يضيح هذا اليرناج 


تعظيم ٣‏ 6~ ع ج 

علماً بأن : ye50‏ > و6 + ولاك ¬ 22 ¬ 3y‏ 
0 وز > و8 جور ر2 + روهت 260 
260 ولا > ولوك ل نوق - 
1 وير +وير جيبو جايو 


عبد كلا 880 رولا روا رولا الا سلبية 
وحيث إن هلا غير مقيدة . اجعل ,ولا - ١+‏ ملا ء حيث إن كلا من 7 » هلا متغيران غير سلبيين ( انظر الفصل 
۲ ). ويكوت جدول السمبلكس البدق هو الجدول 1 > بمتغيزات كاسدة ,درلا 8040 ,ورا ,ولق ومتغير .صناعي. ددلا . 


وتؤدى مس عاولات لطريقة السمبلكس إلى جدول 6 . ويتبع ذلك أن الأستراتيجية الثلى للاعب 11 ( عند 0- بر , ولأن 
+ ل تستخدم ) هى 


¥* = [yf y3, yf, y3, YF” عد‎ 40, 7/60, 7/10, 0, 11/60} 


A‏ سم 


الاسترائيجية الجلى للاعبب 1 ( عند 0= وء » ولأن و4 لم تستخدم ) معطاة بدلالة حل الازدواج ( انظر الفضل ه ) مثل 
X° = [xf, xf, xf, e" = [1/15, 15,0, HIS‏ 
وتكون قيمة المباراة هى 


2 3-3 - mx 22 28 
LTT 


بمعنى أن اللاعب 1 يمكن أن يتوقع خسارة 15 /29 وحدة للاعب 1 فى كل مرة يلعب » على أن كلا اللاعيين يستخدم 
استراتيجيته المثلى . 


Yi 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 












| 1160~ مضق iS‏ ورد | » 


0 0 1 0: 0 1 ‘11/60 
عا‎ | 2 f1 0 0 0 G@5 3/20 17/20 | 0 
Yu 4 0 60 86 إساب‎ 4 15 HAS f apts 
12 0 1 0 ه‎ O iS 30 30 | o 

PEE YT 1 : : 


9و - 4 (1) اشن البرناج الخطبى للاسعراتيجية الملل للاعب 1 ق مباراة المصفوفة الحددة بالجدول 18 ب ١‏ . ( ب ) بين أن هذا 
البرناج هو انماع مائل د (كحدلايى م لزيد اال للاعب 31 . 


رأ ع أ تشم كا زات E‏ 


Ê, Wên (3)‏ لكل متجهات الأحال. ¥ 3 
(؟ ) إذا كانت ا اوم » فلا يوججد محجة احهال. کا قق ±1 =( ,)8 ا ¥ 


يقول الشرط )١‏ أن اللاعب 3 يضمن عائد: متوقع. 24 على الأقل إذا لعب *لل » ويقوك الشرط. ( ۲ ) أنها لا توجدا 
استراتيجية أخرى تعطى اللاعب 1 حداً أدنى. أكير للعائد الموقع . .من (1)ء (؟ ) يتيع أن البرناج 


تعظم : ۰ Res‏ جا 
علماً بأن EK, Daxe  :‏ )6 
ف اترات ...مو ها لفل .8417  ]85:...,3‏ أومهما كان 0 


۹ اعد 


yr 1‏ ,لع ( 7 لال سيع 5-5 EQ,‏ 


لو وفقبط لو 


فى الحقيقة » الغلاقة (؟) هى التكوين المقعر ( فصل *) + بالأوزان الا للعلاقة ( ؟ ) . وبالتالى يمكن 


تصغير : 
علماً بأن : 


ESED 


“+ gum ~ Xm 0 
+ gk = Xm + Û 
- + gunn ~ Xm +1 Û 
+ د‎ =1 


عند مسل,... ,2ل رول 


ليع 


2 تيع‎ = Xm +1 


2 “m+ 


guxı + R22 °° 
تامع + بورع‎ + ** 


> * + اموع + برع 


x 


لا سلبية 


Mm 


كتاية البرنائج ( ١‏ ) 


(4) 


حيث إننا غيرنا التمظيم إلى تصغير » وأضفنا القيد على الاحتالات ب . 


(ب) فی البرناج )٤(‏ اسثیدل 1+ × د 2 ٣‏ س ء حيث إن دمل 280 دم متغيرات لا سلبية ء وأيضاً استبدل 
متسأوية القيد ب 


x 2-1‏ - 00ت وير ريت 
1 2 مر +0 xit xat‏ 


قم بالاستبدال الماظر فى اليرتامج 2-11 » فيصبح البرنئج (4) من الصيغة (5 - ١‏ » واليرنامج ( 17 - ٠١‏ ) من الصيفة 


(ه - 5) حيث إن » 


Ks (Xo X2... بخص‎ x W we [Y1 Y2, ۰... n+l مر‎ 
gun Rn °°’ Bel ~1 +1 0 
يري‎ fm ‘°’ 2 ~1 +1 0 

ع6 م 8# 1+ 1- مع مع ع اھ 
1- 0 0 1- 1- 1- 
1+ 0 0 4+ 1+ 1+ 





۹۹ - 19 استخدم طريقة الرسبم. لتحديد الاستراتيجية المثلى للاعبب 1 ق. المباراة المعرفة فى الجدول ٩س‏ ۷ . 


جيول 5و ۷ 
اللاب ا 





يصبح البرناج (4) لهذه المماراه فى للسألة 5-55 (أ) 


تصغير : وتر = ۾ 

علماً بأن ٠‏ 0 وعد ب يوجر ب ع2 
٠‏ 220 وير > يعر ال ريرقت 
0 وج وبر + “4x‏ 
1= + 


عند 2د و بلا سلبية 
قبل خل هذا البرناج بالرسم يجب أن ينتصر إلى تموذج يحتوى على متغيرين فقط . ويمكن كتابة متساوية القيد 
x‏ 1 ج وبر 2 


وبالتالى نضمن لا سلبية +× ججعل 
xsl‏ ©( 


بتعويض )١(‏ فى القيود فى اتموذج )١(‏ ء واستبدال شرط اللاسلبية على +× بالقيد الجديد (7) وبالذهاب إلى برناج تعظيم ممصل 


عل . 
تعظم : وا عماج 
علما بأن : 6 ع وم ~ Bı‏ 
1 ع ود - ربو 
1 ونا + ريرق 
51 ¥ 
عند 20 وير 
والحل بالرسم للبرناج (4) يوضم فى شكل ١5‏ - ؟ 
2 ع وير - xwe1‏ 2 عو 
وقيمة المباراة. تكون 2 ع ورد دج 


وها - 








Sx +x #1‏ 
1 عد وير اس يرت 


1ج 
سیت ست حت مت سیر ست سے سے ےا مي م سے س ست ست س سس سی سے 





2~ =2 
محم سی سیم سی حسم امیس لشي ام ا ل ل ا ل ل ا 0 000 00 


هکل ۹۹ - ۲ 


~= اهعد 


: مسائل مكملة‎ 
Supplementary Problems 


~99 حدد ما إذا كانت كل مباراة مصفوفة » معرفة بأسقل بعائد لاعب الصف » مسقرة ‏ ثم أوجد كلا من الاستراتيجية المثل » 
وقيمة المباراة . 





- 178 حل المسألة 14 - ١‏ : إذا كان الحجر 1 يتبخكم قى 70 قى العة من حجم أعمال المدية أيها يتواجد كلا المتجرين فى نفس الملدينة » 
أو يكونا على مسافة متساوية من مدينة ما . 


18-8 حل السألة 15 - ١‏ : إذا كانت المنطقة تخدم بأربع مدن تقع على طريق سريع » ا هو مبين فى شكل 15 - ۳ يعيش 15 فى 
امعة من السكان ثقرياً بالقرب من المدينة 4 » و 30 فى المنة بالقرب من المدينة 8 + و 20 فى المحة بالقربب من المدينة © » و 35 فى 
اة يالفرب من المدينة 82 م ول المدن كبيرة بشكل كاف يسمح 'لكلا المتجرين بالتواجد بها 3 


اة ر 0 اال 
26 کے کے 


شكل «و-م 





۹ - 14 اتترح طريقة لتفيذ الاسعراتيجية *36 للمسألة 2-15 . 


~ Yor — 


0-۹ 


3-۹ 


كلد باو 


\A ~1 


برغب أحد اليوش فى شحن إمدادات لنقطة على الحدود » مع توقع هجوم من الجيش 8 خلال ساعات . يتصل أقرب خرن 
إمداد بالموقع بطريقين منفصلين : الأول خلال الغابات . والثانى تملال الأرض النيسطة . تسير قافلة الإمداد أسرع على الأرض 
المنبسطة » ولكن تتمتع بؤخفاء أكثر فى الغابات . ولكن يجب أن تسلك القاقلة طريقاً واحداً . 


يتوقع الجيش 8 مجهود 'مداد على أحد الطرق » ويخطط لنعة يضربات جوية . عند الجيش 8 سرب متفرد من الطائرات 
لا يمكن تقسيمه . إذا أرسل الجيش 2 طائراته فوق طريق الغابة » ووجد الجيش 4 هناك » فإن اليش 2 سيجد الوقت لأربع 
ضربات ضد القافلة . وإذا أرسل الجيش 8 طائراته فوق طريق الأرض النبسطة » وكان الجيش 4 يستخدم هذا الطريق » فإن 
الحيش 8 سيجد وقت لثلاث ضربات . وإذا أرسل الجيش 2 طائرات إلى الطريق ابخطاً » فان الوقت سيضيع . ويمجرد أن يتحقق 
من الخطاً ويوجه القافلة على الطريق الآخر سيجد الجيش 8 وقت لضربتين على طريق الأرض المنبسطة » وضربة واحدة على طريق 
الغابات ( بسيب صمعوبة العثور على القافلة بين الأشجار) . حده الاستراتيجية المثل للجيشين . 


تتافس جيش أزرق وجيش أحمر على مجالين جونون بساويان 20 . 80 مليون دولار » والاثنان تحت سيطرة الميش الأمر . يتوق 
الجيش الأزرق الهجوم على أى من أو كلا من الجالين الجوبين مع [حداث غسائر ( بالدولار ) فى الإمكانيات المتاحة . وواجب 
الجيش الأحمر هو تقليل الخسائر .. لتحقيق أهدافهما فإن كل جيش يعين كلل قوته لأحد الجالين الجويين © أو تقسيم قوته لنصفين 
لتغطية الجالين الجوين بطاقة مخفضة . > 

ووجد بالتجربة أن موقع ما يتعرض لخسارة 25 في المفة , إذا هوجم ودوقع عنه بكامل القزة > و 10 فى المعة حسائر إذا هوجم 
ودوفع عنه بنصف القوة . وإذا هوجم الموقع بالقوة الكاملة ودوفع عنه بنصف القوة » فإنه سيحدث خسائر 50 فى الحة وأى 
موقع يُهاجم بالقوة الكاملة أو بنصف القوة سيتعرض للتدمير الكامل . والموقع الذى لا يُهاجم أو إذا هوجم بنصف القوة ودوفع 
عنه بالقوة الكاملة لن يتعرض لأى خسائر . حده الاستراتيجية امثلى لكلا الجيشين . 


بتنازع اثنان من أصحاب عزب المواشى على شريط من الأرض طولة 6 يارداث يفضل بين ممتلكاتهما . يدعى كل منهما أن شريط. 
الأرض من تمتلكاته . يخشى الاثنان أن يستأل الحكم ‏ كل منهما بشديم اقتراح سرى لإنباء التواع بعدالة » ويقيل الاتتراح الذى 
يفيد أكثر إذا كان الاقتراحان متساوبين أو غير مفساويين على الاطلاق » فإن الحكم سيفصل ف الاختلاف يمل الندود فى 
منتضنفى مسباحه ال 6 ياردات . حدد أحسن اقرا لأصحاب العزب إذا كانت الاقتراحات كميات صحيجة . 


يستخدم مهربو السجائر طريقين لنقل السجائر خارج نورث كارولينا » وهما : طريق داخلى رقم 95 , أو الطريق الخلفي . وكلا 
العلريقين معروف لدى البوليس ؛ ونظراً لقلة عدد أفراده » فإنه يراقب أحد الطرق فقط بكفاية فى أى وقت . وهده الحفيقة 
معروفة لدى المهربين . 1 : 7 

يقدر البوليس أن متوسط الحمولة المسافرة على الطريق الداخفى 95 تساوى 1000 دولار للمهريين إذا وصلت إل تيويورك . 
ويحدد الطريق الخلغى حجم العربات إلى خد ما ؛ لذللك فإن متوسط الحمولة المسافرة على هذا الطريق يساوى 800 دولار إذا 
وصلت لمكان الوصول . وأى حمولة تكفشف بواسطة البوليس تصادر ويقبض على الهربين . بالنسية للسجائر المسافرة على 
العاريق 95 تادر الخسائر للمهرب بمتوسيط 700 دولار » والخسائر على الشحنة المسافرة على اللريق الخلفى بمتوسط 600 دولار . 
بالاضافة إلى ذلك .. فإن البوليبي يقدر أنه ييبتطيع. اعتراض 40 ف الهة من حمولة العريات المسافرة على الطريق 95 إذا كانوا 
راقو الطريق السريع ٠‏ و 35 ف الهة من اتويات على الطريق الخلفى إذا انو براقيون هناك . حدد استراتيجية عمل لليوليي 
إذا كان هدفه هو تقليل مكاسب المهزيين . 0 ١‏ 


-— ê — 


١9-5 


Yo ~ 9% 


¥9 ~ 4% 


قبل الاندخابات يوم واحد وضع المرشحان لنصب حام الولاية الهدف على أن هناك ثلاث مدن مهمة تستحق زيارة أخيرة . 
وحيث إنه لا تفيد أى زيارة دون الإعداد المسبق من معاونيهم » فإن الخطط يجب أن توضع لكل مرشح قبل معرفة انختيار 
منافسه . ويوضح تقرير كلا الجانبين نفس المفاهم . ويبين جدول ١١‏ - م العائد المتوقع ( بالألف صوت ) للمرشح 1 الناتج 
من كل زيارة فى اليوم الأخير . ما هى المدينة التى يجب أن يختارها كل مرشح للزيارة . 


۸ - ٩۹ جدول‎ 


الرشح 11 
















الى المدية 3 الى المديية 2 الى المديئة 1 
الى المددينة 1 
الى الدية 2 
الى المدينة 3 


امرضح 1 


تكون المباراة عادلة إذا كانت 0 > *© . وتكون المباراة متائلة إذا كان لكل من اللاعبين نفس العدد من الاستراتيجيات » وإذا 
كان لكلل : > [ العائد للاعب 3 من استراتيجيته المطلقة رقم 1 ء والاستراتيجية رقم [ للثانى نفس العائد للاعب 11 من 
استراتيجيته رقم ٠ ١‏ رقم ل 1 . ائبست أن أى مباراة متائلة تكون عادلة . 1 


فى إحدى ألعاب الورق المعروفة يمسك اللاعب 1 ورقة لعب لونها أحمر » واثنتين لونهما أسود , بينا يمسلك اللاعب 11 اثنتين 
لونهما أحمر » وثلانث لونهم أسود . فى نفس الوقث. كلا اللاعبين يظهر ورقة واحدة باختياره . إذا تساوت الورقنان ف اللوك > 
يكبنب اللاعب.3 ؛ وإلا يكسب اللاعب 31 . يتحدد العائد بالصيغه التالية : إذا أظهر اللاعب 1 الواحد ( الآس ) ؛ فإن 
اللاعبين يتبادلا الفرق ( بالدولار ) بين الكلميات الظاهرة على الورقنين ( الآس يعد بواحد ) ؛ وإذا أظهر اللاعب 1 الاثنين » 
يتبادل اللإعبان مجموع ( بالدولار ) الكميات الظاهرة على الكارتين . اللاعب 3 » من الواضح أنه يمكن أن يكسب إما دولاراً أو 
5 دولارات أو يخسر إما 2 دولار أو4 دولارات » وهى من أسباب أن المباراة عادلة '» أليست كذلك ؟ 


~ oe — 


الفصل السابع عشر 


نظرية القرار 
Decision Theory‏ 


DECISION PROCESSES  رارقلا عمليات‎ 


عملية القرار هى عملية تنطلب لاستكماها إما قراراً أو مجموعة متتالية من القرارات . وكل قرار مسموح به يرتبط به مكسب أو خحسارة 
تتحدد بالاشتراك : مع الظروف الخارجية الحيطة بالعملية . وهذه ابناصية تيز هذه العمليات من العمليات التى عولجت فى الفصل ٠١‏ . 
وجموعة اللروف الك » الغوفة الات الطيعةء وافوزيع الاحتال اذى جعكم حدوث كل حال مناه من الفترض أن تكن ممروقة " 
وسيفترض أن كلا من خالا الطبيعة والقرارات المسموح بها محدودة ( هذا الفرض لا يعمل فى حالة النظرية الأكثر تفضيلا ) . 


نرمز للقرارات المسموحة بالرموز 22 , . . . ,و2 ,0 وخالات الطبيعة بالرموز .5 , . . . ,و5 ورك » والعائد المرتيط بالقرار 


قن جالة الطببعة ر هو (م , . . . ,2 ,1 حثر :0 ,.. . ,2 ,1 > 8 8 . والعملية التى تتطلب تنفيذ أحد هذه القرارات تغرف 
كاملةٌ فی جدول ۱۷ - ۱ وا ول لوف سين نع عدا كن مدعا لمن ىد لاع ر ٠‏ وتمثل 
النسارة بالعائد السلبى . 1 
جدول ٩۷‏ - ۲ 
حالات الطبيعه 


١‏ مده اده 
٠٠‏ 2ق اق 





القرارات 





مثال 4177 - ١‏ : تقدم إحدى شركات الطاقة إلى ضاخبي أرض مبلغ 000 60 دولاز لقوق الاستكشاف للغاز الطبيعى فى موقع معين › 
وبدائل التطوير المستقبلى . وهذا البديل » إذام » SEE SE‏ الأرض » ولكن هذا يتم إذا اكتشف الغاز فى 
مرحلة الاستكشاقف ١‏ وصباحب ا ل الطاقة هى مؤشر جيد على وجود الغاز ؛ لذا يحاول تطوير الحقل بنفسه . 
وسل هذا فل مب ا بو عقا مآد بوت اوه شلد ق تكفا اسای والتكلفة الأولية لذلك هى 100000 دولار تفقد 
كلها فى حالة عدم اكتشاف غاز » ومع ذلك .. فإن صاحب الأرض يتوقع عائداً قدرة 2 مليون دولار إذا اكتشف الغاز . 


قرارات صاحب الأرض هى : ,2 .( أن يقبل عرض شركة الغاز ) » 22 ( يستكشف ويطور بنفسه ) . وحالات الطبيعة هى : 8ı‏ 


(لا يوجد غاز فى الأرض ) » د3 ( هناك غاز فى الأرض ) يوط ضح الجدول ۱۷ - ١‏ العائد ( بالألف دولار ) لصاحب الأرض لكل 
مجموعة أحداث . 


وييقى أن تقدر الاحتالات المرتبطة بكل حالة من حالتى الطبيعة (:05 ٠‏ 529) رغم أن جدول ١ - ١7‏ يشابه فى الشكل جدول 
ال ولككن يوجد فرق واضح بين عملية القرار ومباريات المصفوفات . قفى عملية القرار نجد أن صانع القرار ققط هو القادر على صلع 
القرارات الرشيدة » أما الطبيعة فلا . والحالة الفعلية للطبيعة الموجودة فى أى وقت محدد هى حدث عشواقٌ ء ولا يمكن اعتبار التوزيع الاحتالل 
هم الأحداث ٠‏ استراتيجية مختلطة ) مصممة لإحداث خسائر على صائع القرار . وأكثر من ذلك فإننا نستبعد بوجه عام أى عشوائية فى 
احتيارية صانع القرار ؛ فهو أو هى تكون مقيدة بواحدة أو أكثر من الاستراتيجيات المطلقة 2 , . . . ,01 . وبسبب هذه الاختلافات تميل 
الاستراتيجيات المثلى للمباراة إلى عملية القرار لتكبون أكثر تحفظاً . 


. NAIVE DECISION CRITERIA ` مقياس القرار الساذج‎ 


مقياس « الأقل أعلى 1 المتشم ) هو أن نخار القرار الذى يقلل أعلى خسارة ممكنة لصانع القرار . وبدلالة مصفوفة العائد » فإنه القوار الذى 
يعظم أقل عائد ممكن . والمقياس المنفائل هو أن غختار القرار الذى يعظم العائد الممكن . ومقياس نقطة منتصف الطريق هى أن غختار القرار الذى 
فيه يكون متوضصط أعلى وأقل عائدٍ أكبر ما يمكن ( انظر المسألة ١7‏ - ۰۱ ۱۷ - ۲) . وحیٹ إنه لا تبنى أى من هذه المقابيس على احتال 
حالة الطبيعة » فإنها تكون مقاييس داخلية لمقاييس أخرى . وسنعطى الآن مقياسين احتاليين . 


أ المقياس السابق  PRIORI CRITERION‏ 4 
المقياس السنابق ( أو بايز ) هو أن تخار القرار الذى يعظم العائد امتوقع » ( انظر المسائل 1۷ - م 4-1۷ . 


نب سه المقياس اللاحق  A4 POSTERIORI CRITERION‏ 
إذا أمكن عمل تجربة غير كاملة بحيث تعطى معلومات عن حالة الطبيعة الحقيقية » فإن هذه البيانات من التجوبة تجمع الاحتالااث الأولية 


االات الطبيعة انخطفة لتؤدى إلى توزيع احتالى معدل . أطلق على نائج التجربة 6 ٠‏ وافرض أن صلاحية التجربة تعطى بالاحمالات المشروطة 
(,615),...,(وى | 6)م ٠‏ ,250615 . فإن الاحهالات المعدلة (اللاحقسة) لالات الطييمة 
(6(,...,2)5.10 |وك)ط ,(7)5:|8 تحدد من نظرية بايز ( المسألة ۷ - ٠١‏ ) . ويكون المقياس اللاحق. هو أن نختار القرار 
الذى يعظم العائد المتوقع بالنسبة للتوزيعات الاحتالية المعدلة . ( انظر المسألة 1۷ - ١۷ ٩‏ - ۷ 


أشجار لۉرر DECISION 1REES‏ 
شجرة القرار هى الشجرة الوجهة ( انظر الفصل ١١‏ ) التى تمثل عملية القرار . تمثل العقد تفط زمنية » حيث إن : )١(‏ يجب أن يصتع 
قراراً أو آخر بواسطة صانع القرار » أو (۲) بواجه صانع القرار بحالة أو بأخرى من نحالانت الطبيعة » أو (۳) تنتبى العملية . المعجه الخارج من 
(۱) هو فوع لكل قرار مكن ٠‏ والمتجه الخارج من (9) هو فرع لكل حالة ممكنة من سخالات الطبيعة . وتحت كل فرع يككتب الاحتمال المناظر 

لكل حدث ؛ عندما يجدد ( انظر المسائل 17 - ۱۳ ختى ۷ - ١‏ . 

وتفيد أشجار القرارات فى تحديد القرارات المثلى للعمليات المعقدة . ويداً الأسلوب بعقد البايات » ثم التحرك للخلف خلال الشبكة » 
وحساب العائد المتوقع فى الغقد المتوسطة » ويكتب كل عائد فوق عقدته المناظرة . والقرار المفضبل هو الذى يؤٌدى إلى أعلى عائد متؤقع . 
والقرارات التى يظهر أنها غير مفضلة تشطب أفرعها المناظرة ( انظر المسألة ۷ جو لاوس 


10111.51  ةعفنملا‎ 


المنفعة من العائد هى القيمة العددية لصانع القرار . وحيث إنه لا يمككن احتبار أى معيار للقرارات إذا لم يقدر عائدها الكلى بطريقة كمية » 
بوحدات منائلة » فإن الخطوة الأولى فى تمليل أى عملية قرار هى تحديد المنفعة للعائد الكل غير الكمى . ( انظر المسألة 1۷ - ١٠‏ 


لس OA‏ سد 


والمنفعة المشتركة هى القيمة التقدية » حيث يستبدل كل عائد ( مثلا : منزل جديد ) بقيمته بالدولارات فى مصفوفة العائد . ومع ذلك .. 
فإن القيمة النقدية لا تكون دائماً مناسبة . فعائد 2 مليون دولار هو ضعف عائد 1 مليون دولار » ولكن قد لا يساوى القرار الأول ضعف 
القرار الثانى بالنسبة لصانع القرار » فقد يكون ال ليون الأول ذا قيمة أعلى من المليون الثانى . وف الحالات التى لا تعكس فيبا الدولارات القيمة 
الحقيقية لأى عائد باادسبة لعائد آعر » أو حينا لا تكون الدولارات مناسية للتقيم الكمى » فإن وحدات مفعة أخرى يجب أن تُستخدم . 


لعب الحظ ( الياناصيب )  :‏ 10۲۲8۸188 
| لعبة الحظ (م:8 ,)52 هى حدث عشوال له مخرجان» هر ء 8 ء يحدثان باحتال 2 » 1-0 على التوال . 


vON NEUMANN Ü11LIT1ES  ناموين وحدات المفعة لفون‎ 

تستخدم الطريقة التالية ذات الأربع خطوات لتحديد وحدات النفعة لفون نيومان لعدد محدد من العائد . 
الخطوة 4 :رتب العائد ترتيباً تنازلياً طبقاً للرغية : .م6 ,. .. ,2© 1 وهنا :© تكون على الأقل مطلوبة مثل © إذا كانت ار >4 . 
الخطوة 2 : حده إغيارياً قيبة عددية ۰ (رك)نة للعائد ر ع بك على التوالى » بحيث إن (و6)نا < (رم)ية 
الخطوة 3 : لكل عائد 6 مرتب بين 6 » و6 من حيث درجة الطلب » حدد احهال مكاقء 801 الذى له خخاصية أن صائع القرار لا 


يفضل بين الحصول على :© بالتأكيد أو باشتراكه فى لبه الحظ .(رج ر6 )£ 


الخطوة 4: دع (ره)س(رم -1) +() رم = () لتكون المنفمة للمائد يرع . 


الخطوة 3 موضوعية بدرجة كبيرة . فقيمة :2 لكل عائد (1 -ص,...,2,3 > [) © هي تحديد فردى يكن أن يتخير بشكل مؤثر 
' من شخص لآخر » وحتى لنفس الشخص فى وقتين غتلفين . والنفعة الباتهة » لذلك. , تند كمياً القيمة النسبية للعائد لصانع قرار معين فى 
حظة معينة . ومع ذلك . .. للفرد الرشيد فإنه من امتوقع دائماً أن ترتيب 18م وكذلك ترقيب "ل سيكون نفس الترقيب مثل .6'© ( انظر 
المسائل 197 - ١١‏ حتى .)1١5- 1١/‏ 


تكون النفعة معدلة إذا كان 1 =(رع)» ٠‏ 0 > (مع)ية ء مما يبعل المنفعة متاثلة للاحيالات المتكافقة . 


مسائل مملولة 
Solved Problems‏ 


١ - ۷‏ حده القراراث المفضلة فى ظل المعايير البسيطة للعملية الموضحة فى الخال اوه .١‏ 


مصغوفة العائد هذه العملية توضح بالجدول ١77‏ - ۲ أقل عائد للقرار رة هو 60ء بيغا الماد للقرار ب0 هو 100 ب . وبما 
أن أعلى 60 -(100-,160 هو الغائد المرتبط :2 » تكون ,2 هى القرار اللفضل فى ظل دلالة الأقلى أعلى . 


وأعلى مد فى المصفوفة هو 2000 » وهو العائد المرتبط ب 202 . لذلك تكون 02 هي القرار المقضل ف ظل المعيار الغا 
عم بار المتفائل . 
متوسط أعلى وأقل عائد ل :2 + و على التوالى هو 
ووو (100-) 2000 مهد 90 5007 


— 64 ~~ 


وبما أن أعلى 0 - (4360,950 مرتبطة ب 22 ء .22 يكون هو القرار المفضل فى ظل مقياس منتصف الطريق . 


۷ - ۲ حدد القرارات المفضلة فى ظل المعابير البسيطة ( الساذجة ) لعملية القرار التالية . يصدر أحد مشترى الأزياء لأحد المحلات 
الكبيرة أوامر الشراء للصناع قبل موعد طلب الأزياء بتسعة أشهر . وأحد القرارات يتعلق بعدد الأ ياء القصيرة المطلوبة 
. للمخزنٍ . وأعلى عائدٍ للمحل يعتمد على هذا القرار وعلى الطراز السائد بعد 4 أشهر . وتعظى تقديرات العائذ ( بالألف 

دولار ) فى جدول ۱۷ - ۴ . 





وأقل عائد للقرارات ,1 وحتى 4 على التوالى هو 50ء 10ء 90 
0- » العائد المرتبط ب 22 » فإن 2 هى القرار المفضل بدلالة الأقل أعلى . 


؛ 40 . وحيث إن أكير هذه الكميات هى 


أعلى عائد هو 80 مرتبط بكل من 2١‏ » 2 ومن ثم فإن أى من :2 أو + هو القرار المفضل فى ظل المعابير المتفائلة . 
متوسط أعلى أقل عائد ل :2 وحتى.,2 على التوالی هى 15 , 12.5 , 15 , 17.5 . وحيث 


إن أعلى هذه المتوسطات مرتبط ب 
«2: فإن 20 تكون هى القرار المفضل فى ظل مقياس منتصيف الطريق . 


۷ - ۳ حدد القرار المفضل تحت ظل القياس السابق للعملية فى المثال ١ - ١0/‏ ء وإذا قدر صاحب الأرض احقال وجود الغاز ب 0.6 . 


عند 0.4 0.6 -1 > (,5)م يصع ذلك أن 6 > (وق)ط . باستخدام البيانات فى جدول ١‏ - ۲ نجسب العائد المتوقع 


من ٥,‏ ۴ یی 
E(G,) = (60X(0.4)+ (6600.6) = 420‏ 
والعائد المتوقع من 22 هو 
E(Gı) = (1000.4) + (2000X0.6) = 1160‏ 


وحيث إن أعل هاتين القيمتين هى 1160 مرتبطة ب د0 » فإن د تكون هى القرار المفضل فى ظل المقياس السابق . 


تمغل هذه العملية بشجرة القرار فى شكل ۱۷ - ١‏ 


. والعائد المتوقع للعملية 1160 عند العقدة .8 يؤخذ بالعودة حلفياً من 
العقدة 2 . 


~۰ - 





. شکل ل 


حدد القرار المفضل فى ظل المقياس السابق لعملية القرار الموضحة ف المسألة 1۷ - ۲ » إذا قدر المشترى 


EY 
P(S,) = 0.25, P(S2) = 0.40, and P({S)= 0.35. 


باستخدام البيانات فى الجدول ١7‏ - 5 نحسب العائد المتوقع للقرارات :2 حتى ,2 على التوالى . 


E(G) = (-50)(0.25)+ )0(0.40(+ )80(0.35( - 5.5 
E(G:)= (=10)(0.25) + )30(0.40( + ..)35()0.35( - 5 
E(G.)=  )60(0,25( + )45()0.40( + )-30()0.35( - 5 
.E(G)= (800.25) + (40)(0.40) + (450.35) = 20.25 


وحيث إن أكبر عائد من هذه الكميات هو 22.5 مرتيط ب 0 » فإن 2 هى القرار المفضل فى ظل المقياس السابق . 
تمثل هذه العملية بشجرة القرار فى شكل ١۷‏ - ۲ . 


50 - 
ل 





N a 


0-۷ 


۹-۷ 


اذكر وائبت نظرية بايرز . 

اعتبر عينة فراغ 8 تتكون من كل الخرجات لتجربة تصورية ( بمعنى أن نتوقع حالة الطبيعة عند أى وقت مدد ) . إذا كان 
4 8 حدثين ( مجموعة فرعية ) من 4 , فإن الاحتال المشروط ل A‏ بشرط حدوث B‏ » وكذلك الاختال المشروط ل 
8. بشرط حدوث هر |يعرف 5 إلى : 


P(A n B)= P(BJP(A|B)= P(A) P(B | A)‏ ع2 
حيث إن ۸8 4 هى تقاطع 4 8 . مل )١(‏ نجصل على 
قاد رق رطاف رم ىم 0 


وفيا يفترض أن 4(<0) المعادلة (؟) هى الصيغة البسيطة لنظرية باير . 1 
والصيغة الأكثر استخداماً تخصل علمبا بإدخال مجموعة من الأحداث المشتركة فى خخصوصيتها. ,517 ,... 188:19 واتمادها 
هو ف لذلك 


5 مميص برع ممم زميط‎ 2+ ٠٠١ + P(A N H,) 
= P(A| H) P(HD+ PAH) P(H2)+ :-*+ P(A [H.P (EL) 


بالتعویض ب (۳) فی (۲) واخیار ,4 = 8 نحصل على 


را مط ب رم PH‏ 5 
3S P(AIHDPE)‏ 


اع 


وبوجه عام .. فإن النظرية (4) تقيّم احقال « السبب » ,ته عند إعطاء التأثير 4 . 


صاحب الأرض فى المثال ١ - ١97‏ أخذ بعض الاخبارات للموقع الذى اشتبه فى وجود غاز به » وذلك بتكلفة 30000 دولار . 
وتدل الاختبارات على أن الغاز غير موجود ؛ ولكن الاختبار ليس كاملا . والشركة التى تقوم بالاختبار نسلم بن 30 فى المئة من 
وقت الأختبار يدل على عدم وجود غاز » بينا فى الحقيقة يوجد غاز . وإذا لم يوجد غاز يكون الاخجبار صبحيحاً 90 فى الحة من 
الوقت . باستخدام هذه البيانات » عدل التقدير الأؤلى لصاجب الأرض » وهو أن احهال وجود الغاز هو 0.6 , ثم حدد القرار 
المفضل بمفهوم المقياى اللاحق . 

ميدثياً: .2500-04 ,0.6 -(,5)م دع ,© تثل الحدث , أنه لا يوجد غاز , فتعطى صلاجية الاختبار بالاحقال 


المغروط ١0.0.‏ 322 [.6) لهه. 0.90 > (,5 [رم)م . وتعطى نظرية بايز (4).ف المسألة ١97‏ - 4 الاحهالاث المغدلة 


2 فم 0 ةل اي يي يي "00 .عام 
POISDPS)+ PG [S2 P(S 05004) + 0300.6) 3‏ 


P{S:|0)= 1 )م‎ 0 4 


915ب 


ونحصل على مصفوفة العائد بالمقياس لاحت من الجدول ۱۷ - ۲ بطرح 30 ( ألف دولار ) من كل مدحل فى المصفوفة ؛ 
لذلك نعكس تكلفة الاختبار . ويكون الربح المتوقع ( بالألف دولار ) للقرارات 21 » 2 على التوالى بمعرفة الاحتالات 
المعدلة هو 


230 = )30 - 660( + )30€ -60( - (رة | :2206 
0 - (30(4 - 2000 + (30(0 - 100-) - ررة | )25 





شکل ۹۷ - ۴ 


حيث إن أكبر عائد متوقع يرتبط ب ,د » فإن 22 تكون هى القرار المفضل باعتبار المقياس اللاحق . 
الشكل ۷ د * هو شجرة القرار لهذه العملية . واحتيال أن تدل الاختيارات على عدم وجود غاز ,۳)6 هي واحد » حيث 


. إن نتيجة التجربة معروفة . 


۷ - ۷ حل المسألة ١‏ - 5 إذا دلت الاختبارات على وجود غاز . 
أطلق على الحدث أن الاختبارات تدل على وجود غاز .د0 . من البيانات للمسألة ١١‏ - 4 
P(0:|S:)= 0.70‏ 2 0.10-(50|ءماط 
الاحتالات البدئية هى :0.6 - (ي8)م ,0.4 > (رىمط » لذلك يكون التوزيع الاحتالى المعدل هو 
مده - ووو P10“ ETSY: POSSE OTE‏ 
P(S:] 82) = 1 P(S, [0) = 0913‏ 


ومرة أخرى يجب أن ينفض كل مدخل فى مصفوفة العائد الأصلية فى الجدول ۱۷ - ۲ ب 80 ( ألقى دولار ) لتكلفة 
الاخبار . لذلك يكون العائد امتوقع ( بالألف دولار ) للقرارات :2 ٠‏ 2 بالنسبة إلى آخر توزيع احوالى هو 


: BGıl0)= (60 - 30(0087) + (660 — 30)(0.913) = 577.8 
E(G: |02) = (100 - 300.087) + (2000 - 30(00.913( مع‎ 3 


TF ~ 


حيث إن أعلى عائد متوقغ يرتبط ب ر » فإن 22 يكون القرار المفضل بمفهوم امقياس اللاحق 
الشكل ١‏ - 4 هو شجرة القرار هذه العملية . واحتال أن تدل الاختبارات على وجود غاز (,8) هو واحد » حيث إن 


نتيجة التجربة معروفة . 





شکل ۱۷ - 4 


دم a r N EEE‏ 
٠‏ الاعتبار فقط 
هذه الحالة هى عمليةقرار ذات مرحلين . أولاً : يهب أن بقرر صاحب الأرض ما إذا كان سينفذ الاختبارات » ثم بعد ذلك 
يجب أن يقرر ما إذا كان سيقبل عرض شركة الطاقة . اجعل . 


قرار أن ينفذ الاختبارات « بر 
قرار ألا ينفذ الاختبارات Dae‏ 
حالة أن الاختبارات تبين عدم وجود غاز ,0 
حالة أن الاختبارات تبين وجود غاز © الى 


شجرة القرار لحذه العملية هى شكل ١7‏ - ه الذى يتكون أساساً من الأشكال ١17‏ - 1 ۱۷ ۳ء ٤-١۷‏ . 
والاعحلافات الأساسية هى فى (,8)م , .(62)م.. ولا تكون هذه الاحتالات واحدة م فى الأشكال لاوس “ىن ۷ ج 
وذلك لأن نتيجة التجربة غير معروفة . والحالات :15 6 عع ذلك لكون غر تتا عام رلا خر رمات ماد 
ومن ثم . .. من (7) ف المسألة ١0‏ - © ومن البيانات المعطاة فى المسائل 1-937 17 ل 


P (S2) = (0.90(0.4) + (0.300.6) = 0.54‏ (وى | ,6)ظ + (,5)ط P(0)= P(01| S1)‏ 
P(02)= P(6»| S1) P (S1) +P (62| S2) P(S») = (0.100.4) + (0.700.6) = 0.46‏ 
ببذه الاحهالات يكون العائد المتوقع عند العقدة 1 هو 
0 ع (1787.3()0.46) + (54, 570()0) ٠‏ 
وحيث إن العقدة 8 ها عائد متوقع أكبر من العقدة ,1 » :2 تفضل على .20 لذلك تكون القرارات المفضلة عى ألا ننفذ 
الاختبارات ٠‏ وألا نقبل عرض شركة الطاقة . والبديل لذلك أن بيدأ صاحب الأرض بالاستكشاف بفرده فووا . 


04س 
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لاحظ أن القرار اللفضل هو 22 » بصرف النظر عما إذا تقرر عمل الاختبارات » أو حتى بصرف النظر عن نتائج الاختبارات 
إذا تمت . لذلك .. فإن الاختبارات لا يكون لها أى تأثير على القرار النبان » وتمثل تكلفة فقط . وهذا يعكس الحقيقة » وهى أنه 
الفرق ف العائد المتوقع عند العقد ه ء» 1 فى شكل ١٠١+‏ ه هو بالتحديد تكلفة الاختبار . 
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تعتزم بلدية إحدى المدن استبدال أسطولها من العربات البتزين بعربات كهربية . ويدّعى صانع العربات الكهربية أن البلدية ستوفر 
كثيراً خلال فترة استخدام العربات إذا غيرع! » وتشك البلدية فى ذلك . إذا كان رأى الصانع صحيحاً » فإن البلدية. ستوفر 
مليون دولار . أما إذا كانت التكنولوجيا الجديدة غير سليمة (العربات الكهربية) » ؟ا يوعز بعض النقاد » فإن هذا العحويلي 
سيكلف المدينة 450,000 دولار.. وهناك احتال ثالث » وهو ألا تحدث أى من الخالتين , ولا تتكلف » ولا توفر المديدة شيعاً 
نتيجة التحويل . وطبقاً لتقرير استشارى حديث » فإن الاحتالات هذه الأحداث الثلائة هى 0.25 , 0.45 , 0.30 . ولدى 
الملدينة برناج شامل إذا نفذته ؛ سيوضح التكلفة أو التوفير فى التحول إلى العرباث الكهربية . يتضمن البرناج تأجير ثلاث عربات 
لمدة 3 أشهر » وتشغيلهم فى الظروف العادية . وتكلفة هذا البرناج للمديئة ستكون 50,000 دولار . ويحقد مسعشار المدينة أن 
نتائج هذا البرناج الشامل ستكون مرضية > ولكن ليست نهائية . ويقدم المستشار جدول 1۷ - ٤‏ كترجمة للاحهالات مبنية على 
خبرته فى المدن الأخرى » وذلك لتأبيد وجهة نظره . ما هى الأفعال التى تقرها المدينة لتعظم الوفر اتوق ؟ 


جدول 4-٩۷‏ 
يدل البرناج الشامل على 





عند التحويل يحدث 


- 0~ 


هذه العملية هى عملية ذات مرحلتين .أُولّا يجب أن تقرر المدينة ما إذا كانت ستنفة البرنائج الشامل أم لا . ثم بعد ذلك يجب 
أن تقرر ما إِذّا كانت ستحول أسطوهًا إلى عربات كهربية أم لا . اجعل : 


قرار آلا تنفذ البرناج الشامل ع رط[ 
قرار أن تنفذ البرناج الشامل Das‏ 
حدث أن يدل البرناج الشامل على توفير ,0 
حدث ألا يدل البرناج الشامل على توفير أو خسارة 0 
بحدث ألا يدل البرنام الشامل على خسارة عدوم 
قرار التحول إلى العربات الكهربية لت 
قرار عدم التجول إلى العربات الكهربية عيطم 


حالة أن العربات الكهربية أرخص من عربات البنزين فى التشغيل ‏ .8 
حالة أن العربات الكهريية لها نفس تكلفة تشغيل عربات البترين ‏ #رى 
حالة أن العربات الكهربية أغلى من العربات البنزين في التشغيل ‏ رقع 


مصفوفة العائد ( بالألف دولار ) هى 





التوزيع الاجتالى الأولى للحالات هو .0.45 > (,ى)ط همه ,0.30 - زوع)ط ,0.25 > (:2)8 
إذا لم ينفذ البرناج الشامل » فإن التوزيع الاحتالى الأولى لن يعدل » ويكون العائد المتوقع ل ,2 ٠‏ ج2 هو على التوالى ' 


E(G,) = (1000)(0.25) + (0)(0.30) + (-450)(0.45) = 47.5 
E(G)= (0)(0.25)+ (0)(0.30)+ (0)(0.45) = 0 


وحيث إن أكبر عائد متوقع يرتيط ب :22 ء .فإن 121 تكون القرار المفضل بمفهوم المقياس السابق 
إذا نفذ البرنا م الشامل تخفبض كل المدخلات ف المصفوفة ب 50 لتوضيح تكلفة الاختبار . ويتبع جدول ۱۷ - 4 أنه 
P(0, | S2) = 0.4 P(0,|S)= 0.1‏ 6 2-(6:15)م 


P(0|S)=03 P(:|S)=04 P(6:| S)= 0.5 
P(0,| 8) =0.1 P(0,| S2)= 0.2 (و3 |و8) م‎ - 4 


باستخدام نظرية بايز (4) فى المسألة 19 - ه نحصل على 


3 )0.60.25( 50 
472 (0.1()0.45) +)0.4)0.30( + )0.60.25( -0ة لكام 0 
8 0.4(0.30( 8 
P(S: |60 0.60.25) + 0.40.30)+ 0.00.45) 0380‏ 0 


(0.10.45) 5 
(5:]16)م لف‎ T0235)? 0.40030) + O DO45) 0.1429 


0 
© P(S: | 62 0.30.25) + (0.40.30) + (0.50.45) 8s 


40.30) 
PS1 0= OT GODT OO" 2 


3 (0.50.4 
0 F(8» © 0.3025)+ 040.30) + 0.50 45) 7 


¢) 


l= 41029 
` (0.10.25)+ (0.20.30) + 0.40.45) 


4 10.2000.30( : 
0 |دك)ظ‎ 6( OOS? 02030)? OO) 7 4 


(0.40.45) 
P(S:| 0:) = D0 25+ 0.20.30) + )0.4()0.45( 92 


8 2 = 0.0943 


وفى حدود التقريب للخطأ » فإن كل مجموعة من الاحيالات يكون مجموعها 1 . 
إذا كانت نتيجة البرنامج الشامل ,8 » تعطى الاحتالات المعدلة بالمعادلات )١(‏ حتى (7) » ويكون العائد للقرارات :2 7/222 
هو على التوالى : 
0ر0 |ي6)ع 19 - (500(0.1429-) + (50()0.3810-) + (950()0.4762) > (رة | ,)5 


ويكون القرار الفضل بمفهوم المعيار اللاحق هو .2 . 
وإذا كانت نتيجة البرناج الشامل ,دق » تعطى الاحتالات المعدلة بالمعادلات (4) حتى (5) » ويكون العائد المتوقع للقرارات 
D: <D,‏ على التوالى ٠‏ 
E(G: |82) (950)(0.1786) + (-50)(0.2857)+ (—500)(0.5357) = ~1125 E(G»| 02) = ~50‏ 
ويكون القرار المفضل بمفهوم المعيار اللاحق هو .و2 . 
وإذا كانت نتيجة البرناج الشامل ,وق » تعملى الاحتالاات المعدلة بالمعادلات (/) حهى (4) ٠‏ ويكون عائد القرارات :12 ,+2 
على التوالى 
0- - (8 |«©)2 3- - (500(0.6792-) + (50()0.2264-) + (0943. 950()0) ع زوه | :25)0 
5-9 0 0 د المعيار 2 هر .و . 


العالية لها إذا لدت القرا ارا ات لفضلة . 
يتبع (۳) فى المسألة ١0‏ - ه أن 
P(S:)+ P(e: |S) P(S:)‏ (وق | قاط +ل,5)م 5,0 إرم)ط عزرم)ام 
5 - (0.1()0.45) + )0.40.30( + (0.6()0.25) - 
(55 (5 |:2)86 + (جم2)5 (و5 |ج8)ط + (,5)ط (,2)0:|5 - (رق0)ط 
20 - (0.5()0.45) + (0.4(00.30) +(0.3(0.25) - 
P(6:| SJ P(S)+ P(e: 5, 5) + P(6:| 8) P(S)‏ عدروة)م 
0.265 = )0.400.45( +)0.2)0.30( +)0.1)(0.25( = 
لذلك يكون العائد المتوقع عبدالعقدة © هو 79,75 - (50(0.265-) -+ )500.420( + )61.90.315 
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وحيث إن هذه القيمة أكبر من العائد المتوقع عند العقدة ,8 » فإن القرار المؤدى إلى العقدة :© » بالتحديد ,0 هو الفرار 
المفضل ..ويجب أن تنفذ الشركة البرناج الشامل وتتحول إلى العربات الكهربية فقط فى حالة حدوث توفير من البرناج الشامل . 
ومثل هذا الحل للمسألة فى شكل ١‏ - 5 بالشجرة الفرعية المكونة من كل المسارات من العقدة 4 غير القفلة بعلامة ©« : 


اقترح موقفاً يكون فيه العائد الموضح بالجدول ١۷‏ - ۲ لا يعكس حقيقة القيمة الفعلية للعائد بالنسبة لصاحب الأرض ف المثال 
١ - ٠+‏ . بين كيف تستخدم دالة المنفعة لفون نيومان لتصحيح اللامتساويات . 

العائد بترتيب تنازلى هو : 
دولار 0 - ديه دولار 60000 ديه دولار 560000 =ره دولار 2000000 = 
إذا كانت 100,000 دولار تمثل الوفر الكلى لصاحب الأرض » فإن فقدها يعتبر كارثة . وتجسب هذه الفسارة قد يكون له أهمية 
أكثر لدى صاحب الأرض من مكسب 2 مليون دولار . وهذا التفضيل لا ينعكس فى صف أرقام الدولارات فى العائد . وأكثر 
من ذلك .. 660,000 دولار قد تكون نقوداً كافية لتحقيق كلل احتيابنات الأرض لصاحبها . ومن الواضح أن مبلخ مليونى دولار 
أحسن » ولكنها لا تساوى ثلاثة أمثال قيمتها كا هو موضح بصف الأرقام 


يمكن لصاحب الأرض تحديد المنفعة من م ب 100 » من مع ب 1000 لتعكس خوفها من فقد مدخرات حياتها ؛ وبعد هذا 
التجرىء > فإنها قد تجد نفسها فى حالة لا حلاف بين استلام دك ' بالتأكيد , والاشتراك ف لحبة الحط .(20:0.999 رره)ك . 
عندئذ فإن 2© تصبح 


9 - (1000-)(0.001) + (0.999()100) - (مه)ب (و9و.0 - 1) + (ره) ب (0.999) ع (e2)‏ 
وقد يجد صاحب الأرض أيضاً أنه لا خلاف بين استلام ده بالتأكيد والاشتراك فى لعبة الحظ .(0.95 :مه ,ع) . عندئذ فإن 
تصبح 
45 ع (1000-)(0.05) + (0.95()100) = u(t») = (0.95)u(e:) + (1 0.95)u{ea)‏ 


يوضح جدول ١7‏ - ه مصفوفة العائد لعملية القرار بمعرفة هذه المنفعات 


8 - ٩۷ جدول‎ 





حدد القرارالفضل فى ظل العيار السابق لصاحب الأرض فى الثال ١ - 1٠‏ » إذا كانت مصفوفة العائد موضحة بالجدول 
۷ - ه . ويقدر صاحب الأرض احيال وجود غاز ب 0.6 . 

عند 0.4 -(,و)ط » ,06 - (رى)ط فإن المائد المتوقع ل :2 ء 22 على التوالى هو 

40د- - (100()0.6) +(1000(0.4-) - ر,ر )8 7734 -(98.9(0.6+(45()0.4) -(,6)ى 


القرار اللفضل هو .,2. وهو على النقيض من هذه النتيجة , ونتيجة المسألة ۱۷ - ٣‏ كذلك . 


A= 


1-۹۷ تلك سيدة تذكرة مباراة كرة قدم فى يوم تتوقع فيه مصلحة الأرصاد سقوط الأمطار باحمال 40 فى الكة . يمكن للسيدة البقاء 
بالمنزل لمشاهدة التليفزيون , وهو الاختيار المفضل تحت ظروف المطر ء أو الذهاب إلى الاستاد » وهو القرار المفضل فى ظروف 
الجفاف . ما هوالقرار الذى يجب أن خذه ؟ 
أطلق على قرار الذهاب إلى الاستاد ,2 وقرار البقاء بامنرل .7 . وحالات الطبيعة عى ,5 ( ستمطر ) » 52 ( لن 
تمطر ) + عند ..0.6 > (يه)ص ,0.4 > (رك)م . الأربع تكوينات الممكنة هى ك هو موضح , مرتية طبقاً للأهمية بالدسية 


للسيدة : 
تذهب إلى الاستاد ولا تمطر برع 
تبقى بلمتزل وتمطر ez:‏ 
تبقى بالمنزل ولاقطر e3:‏ 
تذهب إلى الاستاد وتمطر Ea‏ 


يمكن تقيم مستوى رضاها كمياً بالنسبة ل 81 » يه بالأرقام 100 » 0 على التوالى وبعد عناية فى التفكير »فإنها تشعر أنها له 
تختلف عن حدوث 8ه بالتأكيد أوالاشترا اك فى لعبة الحظ .(0.85 :مع ,رمي . وتحدد السيدة الاحهالات المكاففة ل 5© عند 
.0.5 عوج . لذلك 


u(e2) = (0.85100) + )0.15()0( - 5 (e) = (0.5)(100) + (0.5)(0) = 50 


وتصبح مصفوفة العائد بمعرفة المنفعة لحذه العملية 


ويكون العائد المتوقع للقرارات :2 ٠‏ 22 على التوالى 


E(G,)= (00.4) + (100%0.6)= 60 
E(G) = (85}(0.4)+ (500.6) = 64 


وحيث أن (:2)0 اکر من ,(:5)6» فيكون القرار المفضل بنفهوم المعيار السابق هو زر » وتبقى السيدة بالمتزل . 


۳-۹۷ حل المسألة 1 - 4 إذا كانت منفعة امل بالتقود كا فى شکل ۱۷ - ۷ حيث أن كميات النقود فى جدول ۱۷ - ۲ لائمكس 
القيمة النسبية للمخل من مختلف العائد » فإننا نستبدل كل كمية بالنفعة منها ونحصل على جدول 1۷ - ٦‏ , 


P(S)= 0.25, P(S)= 0.4, P(S:)= 0.35, عند‎ 


0 ع (1()0.35) +(0.15()0.4) + (25 0()0) ع ررم)عر 
0.325 = (0.43(0.35) + (0.38()0:4) +(0.09(0.25) ع (2) 2 
E(G,) = (0.720.25) + (0.530.4) + (0.020.35) = 0.399‏ 
E(G)= (10.25) + (0.480.4) + (0)(0.35) = 0.442‏ 





ويكون القرار اللفضل بمفهوم المقياس السايق هو .ي5 . 


Yo ~—‏ اسم 





۷ - ٩۷ یکل‎ 


٩١ = ۷‏ المكاىء المؤكد للقرار ذو العائد النقدى هو كمية الدولارات © التى لما منفعه تساوى النفعة المتوقفة لهذا القرار . حدد 
المكافات المؤكدة لكل من القرارات فى المسألة ۱۷ - ۴ . 
المنفعة المتوقعة ل ,0 تحددت ف المسألة ۱۷ - ۱۳۴ لتكون 0.410 . باستخدام شكل ۱۷ - ۷ نقدر ;0.410 = (000 4)33 
؛ ومن ثم 33000-© دولار. 
بالل » نقدر الكاغات المؤكدة ل Ds, Ds, and D,‏ ب ,24000 C.= 36000, C= 32000, « C=‏ 
دولارا على التوالى . 


۷ - 96 الجازفة الأولية للقرار الذى له عائد نقدى هى الكمية 22 النى يزيد بها العائد بالدولار لهذا القرار عن المكافء المؤكد للقرار . 
حدد الجازفة الأولية لكل من القرارات فى المسألة ۱۷ - ٠۳١‏ . 


تم الحصول على العائد المتوقع بالدولار لكل من :2 حتى مط فى المسائل ١‏ - 4 بالقم ,15500 5ق 17.4 
,20250 4ھ ,22500 دولار على التوالى . بأخذ الفروق بين هذه الكميات وبين مكافيبا المؤكدين ؟! تمد 


فى المسألة ١07‏ - 214 نجد أن 
درلار 300 17- - 000 33 - 500 15 * Rı‏ 
دولار 2250- = 750-24000 21 R=‏ 


Rı= 22500-32000 = -9500 دولار‎ 
Rı = 20250 - 36000 = -15 750 دولار‎ 
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مسائل مكملة 


Supplementary Problems 


حدد القرارات المفضلة فى ظل المقاريس البسيطة لعمليات القرار التالية تلقى أحد الزراع فى الخريف 50000 دولار نظير محصول 
البرتقال الذى سيحصد فى بداية العام التالى ‏ إذا قبل الزارع ندا العرص ٠‏ فإن النقود تكول له بصرف النظر عن جودة أو كمية 
احصول ٠‏ وإذا لم يقبل الزارع العرض + فإنه يجب أن يبيع الحصول فى السوق بعد حصاده . وتحت الظروف العادية فإن الزارع 
يتوقع. الحصول على 000 70 دولار نظير محصوله من السوق . وإذا تعرض المحصول للضقيع ؛ فإن جزءاً كيرا من الحصول 
سيتلف ؛ ويتوقع الحصول عإن 000 15 دولار فقط من السوق . 


يجب أن يقور أحد الصتاع ما إذا كان سيمد ضمان متعهد برغب فى فتح حساب مع الشركة . من الخبرة السابقة بالحسابات 
الجديدة فإن 50 فى المثة منها يقع تحت الجازفة البسيطة » و 30 ف المثة مجازفة متوسطة . و 20 ف المثة مجازفة كبيرة . إذا امند 
الضمان ٠‏ فإن الصائع يتوقع خجسارة 30000 دولار بمجازفة قليلة ‏ ومكسب 00 25 دولار بمجازفة متوسطة » و 50000 دولار 
بمجازفة كبيرة . وإذا لم يمتد الضمان , فإن الصانع لا يكسب ولا يخسر . حيث إنه لن يم أى عمل مع المتعهد . حدد القرار 
المفضل بمفهوم المقاييس السابقة 


تفكر إحدى الشركات فى عمليات إنتاج جديد بحيث إذا ثبتت. کقاءما » فإنها ستوقر للشركة 350000 دولار كل عام للسنوات 
الحخمس القادمة » وإذا م تنبت كفاءتها » فإن تكلفة الخسارة ف امبيعات بالإضافة إلى مصروفات التحويل إلى العمليات الجدديدة » 
وإعادة التجويل إلى العمليات القديمة قد تصل إلى 000 925 دولار . حدد القرار المفضل بمفهوم المجيار السابق إذا كانت الشركة 
تشعر بأن احال نجاح العمليات الجديدة 80 فى الحة . 


حدد القرار المفضى بمفهوم العيار السابق للمسألة ٠۷‏ - إذا كان الزارع فى الماضى » قد خسر كثيراً من محصوله نتيجة 
الصقيع مرة واحدة كل سبع سنوات . 


اقترض أنه قبل اتخاذ القرار يدفع الصانع ف المسألة ١١‏ - 19 1000 دولار رسوم تقرير الضمان على المتعهد . ويضع التقرير على 
امتعهد مجازفة قليلة » ولكن الصانع يعلم بان طريقة التقرير لا يُعتمد عليبا كليةٌ . ويعترف مكتب الضمان بأن هناك ممازفة 
مجو سطة 30 فى الحة من الوقت » وتقسس الجازفة العالية على أنها ضعيفه 5 فى الحة من الوقت . وتقدر المجازفة الضعيفه بالضبط 90 


. فى المثة من الوقت . وبناء على هذه البيانات .. حدد القرار المفضل للصائع ؟فهوم المعيار اللاحق . 


للشركة ق المسنألة ٠0‏ - م١‏ بديل ثالث هو أن تستكمل مرحلة الاعهاد على نفسها فى العملية الجنديددة » وتختبر كفاءتها قبل أن 
تقرر التحويل . وتكلفة فترة اختبار اعتادها على نفسها تقدر ب 75000 دولار تسترد إذا نفدت العملية الجديدة . وإذا كانت قترة 
الاعتهاد على نفسها ليست ذات كفاءة » قإن خسائر مبيعات قيمتها 000 25 دولار ستحدث خلال الاختبار . 

إذا كانت العملية الجديدة ذات كفاءة » فإن فترة الاعتهاد ستعمل بكفاءة باحټال 99 فى الحة . وإذا كانت العملية الجديدة 
ليست ذاث كفاءة على الاطلاق » فإن رة الاعهاد على الفي يمكن أن تستمر بكفاءة » وتقدر الشركة احهال حدوث .ذلك 


بنسبة 60 فى المثة . انشىء شجرة القرار لعملية القرار الكلية » وحدد التصرفات المفضلة . 
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يعتقد رؤساء إحدى الشركات لصناعة منافسة أن أحد الموظفين يمد المنافسين بمعلوماث سرية عن الشركة ويعتقد الرئيس بدرجة 
تأكد 90 فى الخة أن هذا الموظف هو أمين صندوق الشركة , والذى أدت علاقاته إلى المصول على تمويل كبير للشركة . إذا 
فلت الشركة وكات نمو ليلع » فإن الشركة تكسيب 009 100 جولار . وإذا فصلته الشركة ولم يكن هو المبلغ فستخسر الشركة 
خبرته » ويظل المبلغ بين موظفيها جمسارة للشركة 000 500 دولار . وإذا لم تفصل الشركة أمين الصندوق » فإن الشركة 
صتخسر 000 300 دولار » صواء أكان هؤ المُبلغ أم لاء حيث إنه فى كلنا الحالتين سيظل المُبلغ داخمل الشركة . وقبل تقرير 
مصير أمين الصندوق » فإن رئيس الشركة يمكنه طلب اختبار كذب . ولعدم الوقوع ف المسثولية » فإن هذا التفتيش يجب أن 
يشمل كل موظفى الشركة بعكلفة كلية 30000 دولار . وهناك مشكلة أخرى » وهى أن اخهارات الكذب ليست مؤكدة 
تماما » فإذا كان الشخص كاذباً » فإن الاعار يكشفه بدسبة 90 فى المخة من الحالات .“ولكن إذا لم يكن الشخص كاذباً » فإن 
الاختبار سيقرر ذلك فى 75 ق الكة من الحالات . ما هى الإجراءات التى يجب أن يتخذها رئيس الشركة ؟ 


يسزم أحد مصانع الأغذية تقديم خط جديد للوجيات الجاهزة على المستوى القومى » وتقدر الشركة ريما 50 مليون دولار إذا 
كان الإنتاج ناجحاً بدرجة كبيرة » و 20 مليون دولار إذا كان ناجحاً بدرجة مححدلة » وخسارة 14 مليون دولار إذا م يكن 
ناچا . وإذا لم تقدم الشركة هذا الخط , فإن مصروفات البحوث والتطوير » وتقدر ب 3 مليون دولار » يجب أن تمتسب من 
الخسائر . ونشير التقديرات أن احتال النجاح الكبير 10 فى الحة » والنجاح العادى 40 فى الكة . 


وقبل تقديم هذا الط على المستوى القومى » فإن الشركة تمختبره على المستوى اللي . وتكلفة هذا الاختبار هى 1 مليون 
دولار . وبالرغم من أن نتائج الاختبار قد نكون مرضية , إلا أا ليست قاطمة ؛ والاعاد على هذا الاحعار يمطى بالاحتالات 
المشروطة الموضحة بالجدول ١7‏ - 7 . ماهو قرار المصنع الذى جب أن يكون ؟ 


جدول ۷ ۔ ۷ 


فاج الأخار تدل عل 





حدد أكبر كمية تقود يبيب أن تدفعها المدينة في السألة ٩ - ١۷‏ للبرناج الشاملى . ( ملخرظة : تقدر قيمة الأعار بالفرق بين 
المائد الحرقخ للمماية إذا نفذ الأعبار بدون تكلفة , والعائد المتوقع من العملية جحقق 'بدون اخهار ) . 


'حدد أقضى كمية من النقود يجب أن يدفعها رئيس الشركة فى المسألة ۱۷ - 8؟ لاخبارات الكذب . قشىء شجرة للعملية . 


حل المسألة ١97‏ - 75 إذا كانت منفعة مصنع الأغذية بالنقود توضح بالشكل ۱۷ - ۸ 


اا 





شكل 19 -م 


۷ - 89 اشتق النفعة بالدولار للمخرجات 1000 دوت هه ,2000 = ,3000 عدت ,4000 عدده ,5000 e‏ إذا كانت 


)es( = -50,‏ ,100 ع (رع)ية ٠‏ والاحيالات المكافة هى .0.2 وم 0هة ,0.7 عدوم ,0.9 ع يم 


¬ 


۷ - ۲۸ حدد المكافء المؤكد , والمجازفة الأولية للقرارات المفضلة فى المسألة 117 - 55 . 


۷ - ۲۹ ببحث أحد متخذى القرارات عن محازفة بالنسبة لاتخاذ قرار عملية على مدى محدد للعائد دالة المنفعة (×) مقعرة بالتحديد 
( بممنى 0< (#«)"لد على هذا المدى ). ويتجبب امجازفة إذا كانت (*)2 محدبة بالتحديد( أي ان (0>>(<)"مة على هذا المدى ) . 
إذاكانت (*)لة خط مستقيم ( بمعنى 0> (ب)"يه على هذا المدى , فإن متخذ القرار لا يتأثر بانجازفة . حدد اتجاهات الجازفة لعخذ 

القرار فى المسألة /19 - 458 . 


۴١ - ۷‏ من تعريفي. الدوال المنحدبة والمقعرة المعطاة فى الفصل 11 ء ومن حقيقة أن دوال المنفعة تزيد على وتيرة واحدة » بين أن الجازفة 
الأولية تكون موجبة لمبخذ القرار الدى يتجدب المجازفة » ومالبة لمتخذ القرار الذى يبحث عن المجازنة . 


۴١ - ۷‏ مصفوفة الاعئذار هى مصفوفة عائد تتلاشى فيها عناصر كل عمود بواسطة أكير عنصر فى العمود . أوجد مصفوفة الاعتذار 
المناظرة. للجدول 97 - .7 

۷ - ۴۲ حل السألة ۱۷ - 1ع ۱۷ - ٣‏ باستخدام مصفوفة الاعتذار , بدلا من الجدول ١0‏ - 5 , ثم تحقتى من أن القرارات المفضلة 
بمصفوفة الاعتذار ليس من الضرورى أت تكون هى نفسها مثل قزارات مصفوفة العائد فى ظل المعايير البسيطة » ولكن كتا 


المصبفوقين تؤدى إلى نفس القراراث المفضلة بمفهوم المعيار السابق . 


ONS 


الفصل الثامن عشر 


البرمجة الديناميكية التصادفية 
Stochastic Dynamic Programming‏ 


عمليات القرار التصادفية المتعددة المراحل 
STOCHASTIC MULTISTAGE DECISION PROCESSES‏ 


تكون عملية القرار المتمددة المراحل 2 تصادفية ‏ إذا كان العائد المرتبط بقرار واحد على الأقل فى العملية عشوائياً . وتدخل هذه المشوائية 
عموماً بإخدى طريقتين » إما أن تحدد االات بشكل لا بديل له بواسطة الفرارات » ولكن العائد مرتبط يمال أو آکار یکون غر م کد ( انظ 
الفصل ١4‏ ) . ( انظر المسألة ١ - ٠۸‏ ) أو يحدد العائد بشكل لا بديل له بواسطة الحالات » ولكن الحالات الناتهة من واحد أو أكثر من 
القرارات تكون غير مؤكدة ( انظر المسألة ١۸‏ - ۲ ) . 


وإذا كان التوزيع الاحتا الذى يحكم الأحداث العشوائية معروفاً » وكان عدد المراخل وغدد االات عدداً » فإن مدخل البرجة 

3 “الديناميكية المقدم: فى فصل ١4‏ يكون مفيداً فى جعل عملية القرار التصادفية المتعددة المراحل مُث , والظريقة العامة هى أفلية قيمة المائد 

المتوقع . ( وكاستتناء » انظر المسألة ٠) ۲ - ٠۸‏ وفى الممالات التى تحدث فيبا العشوائية بطريقة استثدائية فى العائد الرتبط باطالات » وليس فى 
االات الناتجة من القرارات » فإن هذه الطريقة يكون ها تأثير فى تحويل العملية التصادفية إلى عملية ثابدة . 


POLICY TABLES جداول السياسة‎ 


فى العمليات تى توجد فيا المشواية » فى الخالات الرتبطة بالفرارات » تند أن السياسة.: وبالأخص السياسة الى # يمكن أن تعرش ف 
صورة ٠‏ جدول السياسة » الذى يشايه جدول ٠٠-١۸‏ . وهنا (2,...,87 ,1 ع ...1,2 > [) (يه)رك تدل عل القرار 
عند المرحلة ار إذا وجدت العملية نفسها عند الحالة © : 


٩ - ٩۸ جدول‎ 


dıla) dan 


dia) dad 





NN ع‎ 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


١-14‏ نمان كميات من البرتقال يجب أن توزع على ثلائة ازن . والاحتياج من البرتقال عند كل خرن عشوانی . وطبقاً للتوزیعات 
الاحتالية الموضحة فى جدول ١8‏ - * » فإن الربح من الكمية المباعة فى الحازن 3 > 2 » 1 هو 21 » 20 » 18 دولار على 
التوالى . حدد عدد الكميات ( بشرط أن تكون عدد صحيح ) التتى يجب أن تخصص لكل عزن لتعظم الربح الكلى المتوقع . 


٩ - ٩۸ جدول‎ 


احتالات الطلسه 


اكيت 
0.1 0 0:1 





هذه العملية هى عملية ذات ثلاث مراحل » وفيها تمثل المرحلة ز تسلم البرتقال إلى الخزن ثر . والحالات لكل مرحلة 
8.. . . ,1 ,0 عد يه تمل عدد كميات اليرتقال المتاحة للتسلم للمخزن . لا توجد عشوائية فى اخالة الناتجة عن أى قرار سد إذا 
ص 2 كمية إلى عفرن فإن هذا لمخزن سيخزن 2 كمية » ولكن هناك عشوائية فى عائد كل حالة . وعند وجود كميتين في. 
امخزن » فإن الخرن يكن أن بيع 0 » 1 أ 2 كمية » وفى كل احقال ينتج.عائد.تختلف .. وبالتالى تعظم العائد الكلى المتوقع » فضلا 


عن المائد الكلى . لد : 
الربح المتوقع من تخصيص * كمية للمخزن آ = fix)‏ 
أعلى ربح متوقع ابتدامٌ من المرحلة [ فى الحالة هه ع (س)ر 
القرار المتخذ عن المرحلة ز الذى جحقق (س)رس = (ل)رك 
وتعرض قم دوال الركية ( بالدولار ) في جدول 14 -؟ . وعسابات مائلة ‏ ثلا 0 ت : إذا خحصص ها 3 كميات » 
فإن لحرن 1 يربح 0 دولار إذا بيعت 0 كمية ؛ و 18 دولاراً إذا بيعت واحدة ؛ و 36 دولاراً إذا بيعت إثتتان ؛ و 54 دولاراً إذا 
بيعت ثلاث . والاحثالات الناظرة للثلائة أحداث الأولى هى : من جدول ١8‏ -؟ ؛ 0.1 , 0.2 , 0.3 والاحهال للحدث ‏ 
الرابع هو : أن الطلب سيساوى أو يزيد عن 3 كميات , 0,4 - 0.2 + 0.1 + 0.1 . 
لذلك 
6 - (54()0.4) + (36()0.3) +(18()0.2) + (0(0.1) -(3)ر 
وبدلالة (*70/ مسألة بصيغة ثابتة تتحقق بلفوذج ( ١ - ١4‏ ) . ويتطبيق أساليب القصل ٠١‏ » نوجد الجدول ۱۸ - £ . 


سا ون ا عي ا RE‏ » وكميتين للمخزن 2 » وثلاث كميات للمخزن 03 بريح 
متوقع كلى 111.90 دولار . 
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٤ - 4۸ جدول‎ 
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يعلك أحد الأشخاص ثلاث وحدات نقدية ( ألف دولار ) متاحة للاستثار فى إحدى فرص العمل النى تثمر فى عام واحد . 
والعمل ببذه الفرصة محازفة » حيث إن العائد إما أن يتضاعف » أو يكون لا شىء . ومن اللبرة السابقة .. فإن احهال مضاعفة . 
نقود الشخص هى 0.6 » بيها فرصة نخسارة الاستغار 0.4 . حدد استراتيجية للاستهار للسنوات الأربع الثالية الى تعظم الرصيد' 
الكلى المتوقع فى نباية هذه الفترة » إذا كان الربح خلال عام يمكن إعادة استهاره فى العام التالى » وكانت الاستهارات مقيدة 
بالوحدة: الكاملة . 
هذه العملية ذات أربع مراحل » حيث تمثل كل مرحلة سنة كاملة . وتكون الخالات هى الكميات الحاحة للاستثار 
.0,1 ع منة ( نحضل على الأخيرة باستهار كل الأموال المتاحة كل عام » ويتضاعف الاستهار كل مرة ) للمرحلة 4 » 
ORD‏ للمرحلة 3 » 6,... ,0,1 عدن للمرحلة2» 3= ب للمرحلة 1 » وتحدث العشوائية هنا فى 


٠‏ الحالة الى تددخمل يقنزار نماض . فبلا + إذا للك اد الأشخاضى د وحدات ( يمسن الحالة اغاية حى 3 ) + وسم عل معاي 


وحدتين » فإن الحالة التالية تكون إما 5 أو 1 متوقفة على ما إذا كانت الكمية المسشمرة ستضاعف أو تخسر . اكعب 


أعن رصيد متوقع في خباية العملية ابعداعٌ من الحالة ك عند المرحلة ز = (بع)ر 
الكمية المستشمرة عند المرحلة ثر التى تحقق (ربه)رد” ع (رب)رك إذا دخل أحد المرحلة أر ب به وحدةء فإن x»‏ وحدة 
(4 ,... ,0,1 > ع يمكن آن تستكمر » تاركة + - ريه وحدة كاحتياطى . إذا تضاعفت الكمية المستثمرة ؛ فسيكون هناك . 


2x Fy ~ x)= ty + ع‎ 


وحدة متاحة للمرحلة التالية ؛ وإذا خسرت الوحدات المسشمرة , فإن الاحتياطى (د- ريوع وحدة سيكون متاساً للمرحلة 
التالية فقط . وأحسن عائد من هذه التقطة هو إما (ج + رلد)ريرو ١‏ أو -x×(‏ )رمروج . والقيمة المتوقمة لهذا العائد 
تكون 


Myst -- (‏ 0.4 + (عد + ينة)رمر::: 0.6 


ياي ست 


۴~ 3۸ 


والاختيار الأمئل ل × هى تلك الكمية التى تعظم التعبير الرياضى السابق 


0) my(u)= n ١ mn {0.6m + xX) + O4 mys, — x) 


المعادلة )١(‏ هى صيغة عكسية. للعملية » وتتحقق عند 3ل ٠‏ تحقق أيضاً عند 4=ز بالشرط الہای 
عه #()و _ . ومن الواضح أنه حيث إن .55 دالة خطية متزايدة » فكذلك ‏ ,8 .. . .84 . والحقيقة أنه , بنفيق 


. التمظم فى .)١(‏ نحصل على 


mala) = 1.244 m(u) = (1.2Pus ma(ua) = (1.2 ua miu) = (1.2)‏ 
عند ,(4,3,2,1 > [). ينا > (رنة)ر4 » لذلك فإن الرصيد الأمثل المتوقع يكون 
وحدة ,6.2208 = )1.26( = m3)‏ 
نحصل عليبا باستهار كل الوحدات المابخة فى كل عام من العملية . لاحظ أن هذه السياسة الكثل يمكن أن تنتج إما 48 وحدة » أو 
0 وجدة فى نباية 4 سنوات , متوقفةٌ على ما إذا تضاعفت كل الاستيارات » أو أن أحد الاستهارات يخسر كلية . وبالرغم من 
ذلك ... فإن العائد النوقع .هذه السياسة هو 
وحدة ‏ 62208 > [[0.6) -0(]1) +“/60.6(ق4) 
حيمث إن “(0.6) هی احټال أن كل الاستهارات الأربعة ناجحة . و “(0.6) -1 هى احتال أن استهاراً واحداً يفشل على الأقل . 


حل المسألة م١‏ - ۲ إفا كان المدف هو تعظم احتال تجميع أرصدة على الأقل 5 وحدات ( ألف دولار ) بعد 4 سنوات . 
هذه المسألة لاتتعامل مع القيمة لمتوقعة للعائد » ولكن إلى حد ما مع اتال أن العائد يكون بحجم مفين , وكمثال : إذا نقذ 
الستجمر سيامبة الامنتهار لكل الوجدات المناحة.فى كل مرحلة » و هو واضح ف المسألة ١.‏ - ؟ ء فإن الاحقال أن تنتهى 


... العملية ب 5 وحدات أو أكاز جي .6 > “(00.6) . ويكون السؤال هو : هل يمكن تحسين هذه القيمة بأى اختيار لسياسة 


.رى ؟:وتكون الجالات واللواحل. كل هى موضحة فق المسألة م١‏ - ؟ . اكتب 
حدث أن تنتبى العملية ب 5 وتحدات أو أكثر Em‏ 
احهال 8 بمعرفة أن الجالة عبد المرحلة ز هى بت ٠‏ وأن السياسة #ليي)ر الى ستتيع ابعداءُ من امرحلة ز 


الكمية المستشمرة عند المرحلة . [. التى تحفق (سازص كسار ٠‏ 
إذا اسشمرت . عد.وجدة (يله,. .. ,رات ج) عند المرحلة أ , فإنه» كا فى المسألة 94 ؟ 


0 04>( - رن = P(uysa‏ 6 ع (جد + رن عت Pj.‏ 
وبقاعدة الاحهالات المشروطة [ (۴) فى المسألة ۷ - ٠‏ عناء العف ولا شىءم و1 » فإف التعبير الرياضى 
۰ )¥ يفا جمرة 0,4 + (عد + رنة) رم رنةة 0.6 
ثل احمل :ع بجعرفة ب ٠‏ والقرار ‏ » والاستمرار الأمثل من امرحلة 1+ز . ومن ثم 
> 0 + + 0 = 00 


لكل 1,2,3 عدر . ورسمياً .. فإن هذه المغادلة تمائل معادلة القرق الثى حصلنا عليها فى المسألة 1۸ - ۲ ؛ ومع ذلك .. فإن 
é 8 9‏ 
شرطاً تبائياً جديداً ينطيق . 


داجيا - 


وبوضع شروط مخرجاث قرار الاستهار التبافى نحصل على 


mat) = ر‎ m [O6P (u. + x =5) + 0.4P (ı~ x = 5)] 


[© +س] أعلى - 
بمساعدة الشكل 18 - ١‏ ننفذ التعظم فى (5) » ونحصل على 


#4 = 0, 1,2 


0 0,1,2 = 44 
3 12-(سيته ‏ عد 3,4 = 
اي 0 24,... ,5,6 u4=‏ 


24 ,. . . ,6 رق =4 


حيث يرضح أصغر الستثار أمثل (مغهادق 


0 
® mata) أ-‎ 06 
1 





١-14 شكل‎ 


يشل الجدول 1۸ - ٠‏ حل )١(‏ » مع اعبار الشرط البائ (7) . ومرة أخرى » فإن أصغر قيمة (,)/4 هى التى تذكر ف 
حالة حدوث اشتراك . من الواضح أن أعلى احتال بعجميع 5 وحدات على الأقل خلال 4 سنوات هو 0.7055 . ويمكن تكؤين 
جدول السياسة من الصورة التى فى الجدول م١‏ - ١‏ ء وذلك لتحقيق أقصى اختال باستخراج الصفوف 8 » 4 » 25 2 من 
الجدول ١.‏ - ه . وأى من الجدولين بيين أنه تحت هذه السياسة الثلى الخاصة يتضح أن المستثمر ينتبى ب 0 1 أو 5 وحدات » 
واحتال الحدث الأخير هو 0.7056 . ويوجد بديل آخر للسياسة المثلى يسنخ للمسغمر بتجميع أكثر من 5 وخدات » ولكن 


دائماً باحتال 0.7056 ل 5 وحدات أو أكثر . 


¬ ۷۹ ~ 





5-4 يمكن لأحد صناع سفن الفضاء أن يصنع مكوكين فضائيين فقط فى السنة لمؤسسة ناسا » ويمتاج لعام كامل لتصنيع. مكوك 
واحد » ولكن حيث إن أوامر التشغيل لم تحددها ناسا حتى يوليو ( للتسليم فى ديسمبر ) , فإن الصائع يجب أن يضع جدول 
الإنتاج قبل -معرفة الاحتياج بالضبط . وهذا الاحتياج سيكون لمكوك واحد باختال 0.6 , أو مكوكين باحتال 0.4 . وأى مكوك 
يُطلب ولا يُسلم يحمل تكلفة جزائية 1.5 مليون دولار » ويجب أن يسلم ف العام التالى بأسبقية عن أى أوامر تشغيل أخرى .. 
وتكلفة الإنتاج تككون دالة بالنسبة لعدد المكوكات المصنوعة بتكلفة المكوك الواخد 10 مليون دولار » وتكلفة المكوكين 19 
مليون دولار . ويمكن تخرين الإنتاج الزائد للعسلم فى المستقيل بتكلفة 1:1 مليون دولار للمكوك فى البنة . وتجدم سياسة 
الشركة بحد أقصى مكوك واحد . حدد جدول الانتاج للعلاث سنواث المقيلة التى تمعل التكلفة الكلية المتوقعة حداً أمنى » إذا 
كان الخزون الحالی من المكوكات صفراً . 

ننظر إلى هذه المسألة على أنها عملية ذات أربع مراحلى » الراحل 3» 2 » 1 تمل الكلاث نوات المقبلة فى السخطيط على 
التوالى » والمرحلة الرابعة تمثل الإنتاج الخأخر هذه المكوكات المطلوية في السنة الثالثة ولم تُسلم » والحالات هى الخرونات الممكة 
فى بداية المرحلة ٠‏ وهى تتراوح من منخفض 2- ( بمغنى طلبٍ مكوكين ول يسلما ) حتى عالى 1 . نجعل 


عده المک وكات باخرن (1,0,1- ,2- = ب) ع 

أقل تكلفة متوقعة لاستكمال العملية ابتداءٌ من المرحلة ز فى الحالة ل mu)‏ 
الإنتاج فى المرحلة / الذى يحقق (س)رم = du)‏ 
الطلب السنوى ‏ [04 =(2 = ۶)2 ,0.6 -(1 - ©)م] عم 
تكلفة إنتاج × مكوك فى سنة واحدة مر 


إذا دخلت الشركة المرحلة (| (1.2,3 -[) عند 0,1 - هه مكوك فى امخزن » وقررت إنتاج × مكوك إضاق 
(0,1,2= ») » فى هذه المرحلة » تحدث تكلفة تخرين 1.14 على لحرن » وتكلفة إنتاج ()/ للمكوكات الجديدة 
بمصبروفات سنوية ا 
FF 1u‏ . : 
»0 
والعدد الكلى من المكوكات المتاحة للتسلم فى اية السنة هو + ء الذى يترك 0-×+× مكوك فى انخرن للمرحلة 
التالية . وأقل تكلفة لاستكمال العملية عن هذه النقطة عى (2 - ×+ )برص . حيث إن 1= 5 باحتال 0.6 , و 
2= 0 باحهال 0.4 . وأقل تكلفة متوقعة للاستكمال ابتداءٌ من المرحلة 1+ ر هى 


x ~2)‏ + يوجر 0.4 +13 ح ع + بتر يرتم 0.6 * زفق 


- A. = 


لذلك .. فإن أقل تكلفة متوقعة للاستكمال من المرحلة زز هى أقل ما يمكن بالنسبة ل × » بمجموع )١(‏ ؛ (؟) 


„mi [f()+ 0.6m; + x — 1) + 04m; + x — 2)]‏ + 1.1 عد (عة)رو 2 
عند 1,2,3 = » 20,1 ين . وهنا نوافق على أن ۸4+ #(3)ر» لكل قم از . 


إذا دخلت الشركة المرحلة كر ب 2- عدي ء أو 1- عدي ء فإنه ييدث عجز - مكوك من المرحلة السابقة » وتتعرض 
لتكلفة جزائية 4ذ1.5- . وقرار إنتاج × مكوك » حيث يجب أن تكون × على الأقل بع لتخطى العجز السابق + تج عنه 
تكلفة إنتاج .(*)/. وتكون تكلفة الإنتاج للشركة ف المرحلة از هى 


15 -()/ 2 
بتكملة التحليل » جا فى حالة 1 ,0 بع , نحصل على الصيغة المكسية 
[(2- ع + بره 0.4 +(1 - عد + مسمر»0.6 +(عر]. أدق _ +بكة- «زبارم م" 
عند 1-,2- عدن , .1,2,3 ع زز . يمكن استبيدال (؟) , (ه) بالعلاقة الفردية 
0.6m (ts + x = 1+ 0.4 me ( tt + x ~ 2([‏ +( ادش me) g()+‏ »( 
عند 1 ,...,2- = 1,2,3 عر على أن تعرف 


1lu مع‎ 
0 u<0 IEDM 


وخل (5) فی خطوات حتى 4= ار بالشرط الہانی .#0 (ب)و بعطی فی الجدول ۱۸ - ٩‏ . زتگون أقل تكافة متوقعة هی 
4 مليون دولار ؛ وتتحقق بالسياسة الثلى المبنية فى جدول 1۸ - 


۷ - ٩۸ جدول‎ ٩ - ٩۸ جدول‎ 


مستوی افزون 












SEL a 
DI HHG 
DEE 
la lel 
DSI 
a ا‎ 





~ FAI ¬ 


#١ - ۸‏ خفض أحد مرشحى الرئاسة محال مرشحى نائب الرئيس إلى ثلاثة أشخاص » كل مرشح من الثلاثة تم تقييمه بمقياس يتراوح بين 
1 ( أصغر قيمة ) حتى 10 ( أعلى قيمة ) ؛ أخذ الشخص الأول 10 نقط » والشخص الثافى 8 نقط » والشخص الثالث 5 نقط . 
واحتال أن الشخص + (2,3 ,1 = 4 يقبل العرض [ (1,2,3 > ز) للترشيح كنائب رئيس ( بافتراض أن العروض 
7-1 الأولى للأشخاص الآخرين قد سحبت ) برمز له بالرمز ,يعر اء حيث إن 


Pn = 0.5 Pn= 0.2 Pua= 
ع مي 5 ع ييز 9 ع رو‎ 2 
ختدييص 1 روص‎ 0.8 P= 04 


بأى ترتيبا يجب تقديم إلثلاثة مرشحين لنائب الرئيس ٠‏ إذا أراد فرشح الرئاسة تعظيم عدد التقط المتوقع ؟ 


من المفترض ألا يُسأل أى شخص أكثر من مرة » وفى أى مرة ينسحب الشخص يُسأل الشخض التالى » حتى يقبل أحد 
الأشخاص أو يسخبوا كلهم » فيكون عندنا عملية ذات 5 اث مزاحل » حيث تل المرجلة أ الترتيب ثر فى عملية السؤال . 
وتأحڌ االات لتكون مجموعة الأشخاص الذين لم يسألوا بعد . لذلك تكون للمرحلة الأول حالة واحدة 
Un = {12,3‏ 
اوللرحلة الثانية تكون ها الحالات الثلاث 
Ua={%}  Un#{l, 3} Un 3}‏ 
والمرحلة الثالئة تكون لما المالات الثلاث 


Us = {1} U»= )2( Us* {3} 


ی 
38 أعلى عدد متوقع من النتقط يمكن تخقيقه ابتداء من المرحلة 1 = ),Ux(رm‏ 
فى الحالة .ا ممعرفة أنه لم يكن هناك قبول فى المراحل السابقة . 
الشخص الذى سيسأل فى المرحلة ز لتحقيق ( )ب d(Un)‏ 
قيمة النقط للشخص 1 Vim‏ 
تكون الصسيفة العكسية هذه المسبألة 
[Ver + 0~ po myes(Un ~i)‏ يج = Mi : mU)‏ 


بمعنى أنه إذا سكل الشخص [ فى المرحلة ة وقي » تكون الرغية ۷ ؛ بيا إذا انبجب » يكون أحسبن استكمال من الحالة 
المكونة من الأشخاص القن الذين لم يسألوا . ونتحقق الصيغة (1)١لكلى'‏ :1,2,3 1: إذا عرفا #80 (17)هه» . ومن 
الواضح أن المسألة الحالية عني عبيفة تصادقية للمسألة 14 2 م 21 0000002 
المرحلة + 
1 -(رن)رك nslUs)=100)=0 se‏ 
2 > (ونا)دك ‏ عند 16 =)8(0.2 = ms(Un)‏ 
dU) 3‏ عد 20 =)5(0.4 = ms(Uss)‏ 


SANS 


المرحلة ؟ 
[(دنا)د:»(0.5 -1) + (80.5 ,(مدنا)دس 0.2 -1) +1002 Je‏ - (ونامدم 
2 (نا)دك عد 4-(00.5(0 +4 ,(2+0.3(0.6) أعلى - 
mA{Us)= Jel {100.2)+ (1 0.2ms( Us), 5(0.8)+ (1~ 0.8)ns( Us}‏ 
d= 3‏ عد 4خ ((0.2(0 +4 ,(0.8()2:0 +2) اعلى = 
ma(Us) = Jel 180.5) + (1 0.5)ms( Us), S0.8)++ (1~ 0.8) (Us)}‏ 
e dU) =2‏ 5غ ((0,2()1.6)+4 ,(0.5()2) +4 أعلى = 


١ المرحلة‎ 


1 أعلى ع (ررنة)‎ 11000.5( + )1- 0.S)mz( U23), 80.9) + (1~ 0.9m (Ua), 5(i)+ (1~ Dms(Un)} 
أعلى عه‎ )5+ 055), 7.2 + 0.14, 5+ 04} 
m76 a d(U)=2 


وتكون السياسة المثلى هى سؤال الششخص رقم 2 أولاً ؛ وإذا انسحب هذا الشخض ؛ تسأل الشخص )3 3{@Ua)#‏ + 
وإذا انسحب. هذا الشخص نسأل الشخص 1 . ويكون العده المتوقع للنقط من هذه السياسة هو 7.6 . 


فسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 
٩-۸‏ حل المسألة - ١‏ بإضافة شرط أن البرتقال الذى لا بياع يفسد , وبخسارة 15 دولاراً لكل كمية . 


8 -- 00177 تلك أحد الأشخاص 2000 دولار للإستهار » وعنده فرصتان 4 ,8 وكلتاهما فييما مجازفة ؛ والعائد الستوى الممكن لكل منبها 
لكل 1000 دولار.مسخمر ؛ واحتال تحقيق هذا العائد موضح بالجدول 8-18 


۸ - ٩۸ جدول‎ 





حدد استراتيجية الأضتهاز للستوات الفلاث الفبلة التى تمم الرصيد الباق القع إذا کان الشخص ٠‏ مقیداً ب 1000 دولار 
استاز ٠‏ أو صفر لكل ست 


— YAT ~ 


تللق حل المسألة 1۸ - ۷ إذا كان المدف هو تعظم احقال تجميع 5000 دولار على الأقل بعد 3 سنوات . 


۹-۸ . عند إحدى شركات البترول 8 وحدات نقدية متاحة للاستكشاف فى ثلاثة مواقع إذا وجد البترول فى أحد المواقع » فإن احتهال 
وجوده يكون دالة من الأموال الخصصة لاكتشافه » كا عو موضح فى الجدول ۱۸ - ٩‏ 


٩ - ٩۹۸ جدول‎ 


1 2 TE 
o2 | ته‎ | 05 | 07 |] 9 
03 jİ 04 | 06 | 07 | 08 
02 j 03 | OS | 08 |09 


واحقال تواجد البترول فى المواقع هو 0.4 ع 3 0.2 على التوالى . ماهو المبلغ الذى يجب أن بمخصص لاكتشاف كل موقع 
لتعظيم احهال اكتشاف اليترول ؟ .| 







٠١ - 8‏ عند مدير إحدى الإدارات 4 أسابيع لاستكمال أحد المشرؤعات الذى يحتاج إلى 10 وحدات عمل . ولدى الإدارة 6 أشخاص 
لتعبينهم فى العمل كل أسبوع . وتعتمد التكلقة والعمل الذذى يتم ( بالألق دولار ) على عدد الأشخاص المعينين بالمشروع كل 
أسبوع م بلى : 





وعند عمل التعيينات الأسبوعية » فإن نائب الرئيس للعمليات يمكنه أن ينقل الأشخاص إلى أعمال أخزى خارج الإدارة . 
ويحدث هذا غاا حيث يب أن يعمل مدير الإدارة حساب ذلك عند تعيين الأشخاص . ورغم أن ناب اليس لا بسحب 
أحداً من المشروع إطلاقً » إن هناك فرصة 20 فى الحة فى ققد شخص واحبد عندما يعين شخصاك أو ثلالة للمشروع , وفرصة 
6 فى الد فى فقد شخصين عندما يعين ثلاثة أشخاص أو أكارق المشروع : وأى شخض يتقل من الشروع فى أسبوع يعود مرة 
أخرى إلى الإدارة فى ناية الأصبووع . حدد السياسة المثلى لتعيين الأد خاص ذا المشروع للأسابيع الأربعة التالية » والتى تمعل 
التكلفة الكلية المتوقعة أقل ما يمككن للإدارة » وتضمن إنهاء المشروع فى الوقت امحدد . 


٩9-1۸4‏ أصدرت إحدى شركات التصنيع أمر تشغيل لوحدة إنتاج جدهدة ستدشاً خلال 4 سنوات » وحتى هذا الوقت يبب أن تستخدم 
الوحدة الحالية التتى تحتوى على ماكينة متعبة . وفى كل عام يوخ قرار حول الاحتفاظ بالماكينة. فى الوحدة أو استيداها بأخرى 
جديدة . وبيائات التكلفة لهذه الماكينات هى : )١(‏ تتكلف الماكينة النى عمرها 4 سنة (10 + 500) دولار للتشغيل لمدة 
عام واحد . (5) الماكينة الصالحة وعمرها -له' سنة لها قيمة ببع فى نباية الاستخدام (30 - 200) مولار » أما غير الصالحة ء 


کو 


فليس ا ثْمن إعادة بيع (5) ثمن الماكينة الجديدة بعد ثر سنة ف المستقبل هو (ز100 +300) دولار (4) احتال أن تتعرض 


الماكينة | إلى عطل جيم غير قابل للإصلاح هو 0.75 » بصرف النظر عن عمر الماكينة . ومن المفترض أن كارئة العطل يمكن أن 
تحدث فقط فى نباية العام . 


حدد سياسة الإحلال المثلى هذه الماكينة خلال السنوات الأربع المقبلة إذا كان عمر الماكينة الحالية سنة واحيدة . 


۸ - 1۲ تستطيع إحدى شركات الحاسباث: إنتاج أربع حاسبات كل أسبوع . والطلب على الحاسبات متغير » ويحكم بالتوزيع الاحتالى 
المعطى بالجدول 18 - ٠١‏ . 


٩۰ - ٩۸ جدول‎ 
الاحياج‎ 





يمكن تسلم الحاسبات فى نهاية أسبوع الإنتاج ء أو تخرن للعسليم بعد ذلك بتكلفة تخزين 4000 دولار لكلى حاسب فى الأسبوع . 
وأوامر التشغيل التى لاتفذ خلال الأسبوع توقم عليها تكلفة جزائية 2000 دولار لكلل حاسب فى الأسبوع ا 
بأسرع ما يمكن خخلال الأسابيع التالية . م حاسباً يجب أن تتعجمة الشركة فى الأسابيع الثلاثة المقبلة لتقليل التكلفة الكلية المتوقعة 
وذلك لتغطية الطلبات إلى اليد الأدفى > إذا كان ارون الال صفراً 1 


8 - 1 يتكون أحد النظم الإلكترونية من ثلاثة عناصر على التوالى . تعمل العناصر مستقلة عن بعضها » ولكن يجب أن يعمل كل عنصر 
إذا كان النظام كله يعمل . وصلاحية النظام ( احتال أن يعمل النظام ) يمكن أن تتحسن بإنشاء وحدات موازية لواحد أو أكثر 
من العناصر : واححهال أن تعمل أجد العناصر يعتمد على عد الوحدات الموازية المنشأة طبقاً للجدول 18 - ١١‏ 


۹۹ e 





SEE‏ ا 


~ Ae — 


١4-84 
10 ~4 
1% ~8 


وتكلفة كل وحدة هى 100 دولار للعنصر 1 » و 200 دولار للعنصر 2 » و 300 دولار للعنصر 3 . 
حدد كم من هذه الوحدات يجب أن يصمم مع النظام لتعظم الصلاحية » إذا لم تزد تكلفة العناصر عن 1000 دولار . 
( ملحوظة : هذه المسألة ثابتة » برغم أن العائد فى الحقيقة احهالى ) . اختر كدالة هدف لوغاريم المنلاحية » وخذ كحالة عند 
المرحلة » عدد معات الدولارات كتكلفة الوحدات الممكن صرفها كوحدات للعنصر. 


يحتاج أحد المقاولين إلى ثلاث مكونات لاستكمال مشروع فى الوقت الحدد . وهناك ثلاثة مقاولين من الباطن مستعدين لتصنيع 
هذه المكونات » واحتتال أن المقاول من الباطن يسلم المكونة المطلوبة فى الوقت المحدد توضح فى الجدول 14 - ٠١‏ 


٩٩ ¬ ٩۸ جدول‎ 


المقاول 1 من الباطن 
المقاول 2 من الباطن. 
المعاول 3 من ن الان 





حدد سياسة التعيين المثلى التى تجعلى احهال تسلم المكونات فى الوقت المناسب أعلى مايمكن » مع العلم أن كل 'مقاول من 
الباطن لايأخذ أكثر من مكونة واحدة . ( ملحوظة : عظم لوغاريم الاحيال » واستمر ك في المسألة 14 - .م 


حده الصيغة المكسية للمسألة التالية . يريد أحد الأطباء أن يرفع مستوى مناعة أحد المرضى 6 وحدات على الأقل خلال 4 أيام 
بوصف أقراض للمريض يأخذها كل مباء . كمنة المناعة التى ممتصها جسم الريض » وهى دالة فى عدد الأقراص المأخوذة » 
تتحدد بثلانث وحدات ف اليوم كحد أقمى . ومعدل الامتصاص بالاحتال أن يتعرض المريض لرد فعل بمنعه من العمل فى اليوم 
التالى موضح فى الجبول 14 - ١7‏ . حد جدول الجرعات للمريض الذى يمقق مستوى الشاعةالمطلوب بأفل عدد مفود من 
الأيام . 





حدد اليغة البكسية للمسألة الالية : عند أحد المقاولين مشروعان يبه أن ينتبيا لال 5 أيام . مازال المشروع 1 يناج 16 
وحدة عمل ؛ والمشروع 2 يناج 23 وحندة عمل .. يستخدم المقاول خمسة أطقم كل الوقت بتكلفة 1000 دولار لكل يوم للطاقم 
الواحد » وق أى وقت يكن العمل من الباطن بأطقم من الخارج بتكلفة 1500 دولار لكل يوم للظاقم الواحد . ووحدات العمل 
المنفذة فى كل مشروع مى دالة فى عدد الأطقم المعينة للمشروع > کا فی الجدول ۱۸ - ۱٤‏ . ويوضح جدول الأطقم كل مساء 


جمد 


ليوم اغا » ودائماً يشمل جدوله تشغيل الخمسة أطقم النى لدى المقاول . ومع ذلك .. فإن 10 فى الشة من الوقت يكون أحد 
أطقم المقاول مريضاً فى اليوم التالى » وفى هذه الحالة لايدقع القاول هذا العلقم . والأطقم من الباطن لا رض أبدا . وللمشروع 
1 أسبقية » بحيث إذا مرض أحد الأطقم » فيستكمل المشروع من أطقم المقاول » إلا إذا كان جدول التشغر أصلا 5 أطقم » 
ففى هذة الالة » فإن الشروع 1 بأخذ 4 أطقم من المقاول . ولايخصص أكثر من ستة أطقم لأى مشروع فى أى يوم . وإذا 
رصل أى طاقم إلى المشروع » فإنه ييقى هناك طول اليوم . كيف يمكن للمقاول استكمال المشروعين فى الوقت المحدد بأقل تكلفة 
متوقعة ؟ 


٩6 - ٩۸ جدول‎ 





عدو الأطقم المعين 


a: 


1١07-8‏ استسج الصيغة ١‏ لعكسية للمسألة الثالية : ياج أحد المرشحين لزب كبير إلى 100 صوت ناخعب ليأخذ الترشيح . ومازالت 
هناك 5 أماكن يمكن كسيهم للفوز . ويمتلك المرشح 10 وحدات نقدية متاحة للصرف علييم . واحقال كسب أصوات هؤلاء 
دالة فى كمية النقود المنصرفة علييم 5 فى الجدول 18- ٠١‏ . 


٩8 - ٩۸ جدول‎ 


وحدات النقوه المتصرفة 





لايزيد احهال كسب أحد الأماكن إذا صرف أكار من 7 وحدات تقدية عليها . ويرجد 89 صوتاً فى المكان 1 » و 69 صوناً فى 
الكان 2 و 52 صوتا فى المكان 3 و 38 هبوت فى المكان 4 » و 21 صوا فى الكان 5 . حدد سياسة تعظم فرصة الرشح 
لكسب 100 صوت على الأقل . 


- بالم؟ - 


الفصل التاسع عشر 


سلاسل مار کو ف ادو د 
Finite Markov Chains‏ 


MARKOV FROCESSES  فوكرام غمليات‎ . 


تتكون عملية ماركوف من مجموعة من الأغراض » ومجموعة من الحالاث » بحيث إن : 
)١(‏ عند أى وقت يجب أن يكون كل غرض فى حالة معينة ( مميزة ) : والأغراض المميزة ليست فى حاجة لكى تكون فى حالة مميزة . 
(؟) احتال أن .ينتقل أحد الأغراض من حالة إلى حالة أخرى ( والتى قد تكون ممائلة للحالة الأولى ) فى فترة زمنية واحدة يعتمد على هاتين 
الحالتين فقط . 
الأعداد الصحيحة للفترات الزمنية التالية للحظة التى تبدأ فيها العملية تمثلى مراحل الصملية , والتى قد تكون محدودة أو غير محدودة . إذا كان 
عدد الجالات محدوداً أو غير محدود عددياً , فإن عملية ماركوف تسمى سلسلة ماركوف . وسلسلة ماركوف المحدودة هي سلسلة فا عدد 
محدود من الحالات . 
نرمز لاححتال الانتقال من حالة 4 إلى حالة ([ فى فترة زمنية واحدة بالومز .ام . ولسلسلة ماركوف ذات 280: حالة ( حيث إن 78 عدد 
صحيح وجب ثابت ) المصفوفة < ذات ١ × N‏ = [رص] هى المصغوفة التصادفية أو الانتقالية المرتبطة بالعملية . وبالضرورة'. فإن عناصر 
أكل صف من 8 مجموعها 1 . وأكثر من ذلك . 


الدظرية اسه ١‏ : كل مصفوفة تصادفية تكون ها قيمة قيمة ين تساوى 1 ( ربما متكررة ) ٠‏ ولاتزيد أى من ق قم أيمن عن 1 قيمة مطلقة . 

: (انظر المسائل 19 له 55-1960514 ), بسب طريقة تعريف « ء فإنها تثبت أنه من المناسب فى هذا الفصل 
' تحديد المنجهات ذات الأبعاد ۸ كصف متجهات© بمصفوفات ت تعمل عليهم من الفين . وطبقا للنظرية ١9‏ ل ١‏ ء فإنه 
یوجد متجه 0 ٭ كا بحيث إن XP= X‏ يسمى متجه الأيمن المتبقى هذا النقط الثابتة من P.‏ 


مثال 14 س ١‏ تقسم بيانات تعداد السكان إلى سكان مستقرين اقتصادياً ؛ وسكان مضطريين اقتصادياً . وى خلال 
فترة 10 ا نوات » فإن احتال السكان المستقرين اقتصادياً سيكون 0.92 ٠‏ بينا باحتهال المستقرين الذين سيصبحون مضطريين 
اقتصادياً سيكون 0.08 . واحتال أن يصبح المضطربون مستقرين اقتصادياً هو 0.03 .بينا احتال أن يبقى المضطربون على 
احالتهم هو 0.97 . 1 

إذا رمزنا للاستقرار الاقتصادى كحالة برقم ! . الاضطراب الاقتصادى كحالة برقم 2 , فإننا يمكن أن نصور هذه 
العملية بسلسلة ماركوف ذات مرحلتين » وها المصفوفة الانتقالية . 


6 “e 0 


¬ 4۹ - 


قوى المصفوفات التصادفية ‏ 13085ها! 5706008145110 POWERS OF‏ 


ارمز للقوة رقم م للمصفوفة ع ب .[(#ص] 2 * إذا كانت 8 تصادفية ‏ فإن لالض تمثل احتال أن يتحرك الغرض من الحالة 3 
إلى الحالة و فى فترات زمنية عددها n‏ ( انظر المسألة 215-08 . ويبع ذلك أن "۳ تكون مصفوفة تصادفية . 
ارمز | ل لجز :بن اقرا فى الال ؛ فى تباية الفترة الزمنية ۸ ب > وارمز 
Xe {x x, ..., x]‏ 
وهو متجه التوزيع فى نباية الفترة الزمنية رقم +7 3 وتبعاً لذلك .. 


XO = (xO x0 ..., ×9] 


تمثل الجزء من الأغراض فى كل حالة عند بداية العملية . وترتبط 9260 ب 2:00 بالمعادلة 
x = xXOp"‏ ل 0 0( 


( إنظر المسنائل 15 5# ٠‏ 19س 7 ) . وعند كتابة ( ١٠١ ١8‏ ) نعرف ضمنياً احهال 89 : بالتتاسب مع الأغراض فى الحالة 1 
التى تحدث الانتقال إلى الحالة 3 فى فترة زمية واحدة . 


المصفوفات التصادفية النبائية ERGODIC MATRICES‏ 
تكود المصفوفة التصادفية . ۳ تصادفية ببائية إذا كانت نباية. ': موجودة » بمعنى » إذا كانت كل (' الها نباية عندما 
مج بم .. ونرمز لمصفوفة النبايات ‏ بالضرورة أن تكون تصادفية ب بالرمز 1 . وتكون عناضر 09ج المعرفة بالمعادلة 
Y=) x  XOL‏ 


هى توزيعات الحالات امحددة » وتمثل الجزء التقريبى للأغراض فى الحالات الختلغة بسلسلة ما ر كوف بعد عدد كبير من الفترات الزمنية". 
ر انظ المسائل ۱۹ س 1 › ۱۹ ن )5-1١5‏ 


النظرية ١١‏ س ٠ ١‏ تكون المصفوفة التصادفية تصادفية نهائية لو س وفقط لو ب كانت قيمة أيجن ل بقيمة 3 هو 1 فى حد ذاته » وإذا 
كانت ۸1 فا مضروبات » » ویوجد عدد e E Cb‏ 
بقيمة الأيجن هذه . ( انظر المسألة 8-18 ). 


النظرية ۹ س ۳ :إذا أدت كل قيمة أيجن فى المصفوفة 2 الى متجهات أيجن خطية ومستقلة ( يُسرّى ) بعدد يساوى مضروباعا» فإنه 
توجد مصفوفة 88 محددها لايساوى صفراء. تبقى صفوفها متجهات يرى أيجن فى 8 » ميث إن 
MPM"‏ > 3 تكول مصفوفة قطرية . وعناصر القطر فى 1 هى أيين « المتكررة طبقا للمضرويات . 


انظر المسألة ١8‏ ل 78 ) نتبنى العرف المبع فى وضع متجهات أيجن المناظرة ل 1 = ۸ فوق كل متجهات أججن الأحرى فى 8 . لذلك 
للمصموفة القطرية 1 التصادفية البائية ذات العاصر × N‏ عد 1= ۸ ب للمضروبات ۸ يكن حساب مصفوفة النبايات. نة 


الى 2 


س م۹ س 


1 
L= M(H DM = MT 9 M‏ 035 
0 
0 
وتكون المصفوفة القطرية فى الجهة ايمنى عدد ع من الأرقام 1ء عدد (ي - 0/) من الأصفار على القطر الرئيسى . ( انظر المسألة 


۹ سده). 


REGULAR MATRICES المصفوفات اة‎ 


تكون المصفوفة التصادفية عادية إذا احتوت إحدى قواها على عتاصر موجبة فقط . ( انظر المسائل 19 ل ۳ء ۹١س‏ )) . 


النظرية ١6‏ س 4 : إذا كانت المصفوفة التصادفية عادية فيكون 1 هو قيمة الأيمن مضروبة فى 1 وكل باق قم الأيمن :۸ 
تحقق .1 > إرد| 


الدظرية 9 -س © : الصفوفة العادية تكون تصادفية نمائية ( أرجودية) . 

إذا كانت 82 عادية ؛ بمصفوفة نهايات ا » فإن صفوف أ1 تنطابق تماماً مع بعضها . ويكون كل منها هو المتجه الأيين الأأيسر الأوحد فى 
8 المرتبط بقيمة أيجن 1= ۸ ء وله مجموع عناصر يساوى واحداً : ( انظر المسألة ١8‏ # 18 ) . ارمز لمدجه أيخِن 8 . ويتيع مباشرة 
من ( ۱۹ س ۲ ) أن تكون عادية » لذلك » وبصرف النظر عن التوزيع الأولى بج 


(4-14) XO = E, 


( انظر المسائل 1۹ س ۹ 1۹ س ۷ 1۹س ال . 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


۹ ۱ ضع العملية التالية فى صورة سلسلة مار كوف . يتحكم صانع فرش الأسنان هاى ‏ جلو فى 60 ف الحة من السوق فى إحدى 
المدن . أظهرت ببانات السنة السابقة أن 88 فى المحة من عملاء شر كة هاى ‏ جلو ظلوا متمسكين بالشركة ١‏ بيها 12 فى المئة 
من عملاء الشركة تحولوا إلى شركة أخرى . بالاضافة إلى 85 فى امثة من عملاء امنافسين تمسكوا بشركاتهم المنافسة » بينا 15 فى 
البة تحولوا إلى شركة هاى ‏ جلو . بافتراض أن هذه الاتجاهات ستستمر » حدد نسبة مشاركة هاى ‏ جلو بالسوق (أ فى 
مس سنوات » (ب) فى المدى البعيد . 


نأجذ الحالة 1 تمثل استبلاك شركة هاى ‏ جلو من فرش الأسنان.» والحالة 2 ثقئل استبلاك الشركة الأخرى . وتأخذ ١د‏ 
» احتال أن عملاء هاى ‏ جلو يتمسكون بشركتهم 0.88 » :212 احتال أن عملاء هاى س جلو يتحولون إلى الشركة 
الأخرى 2 . :22 احتال أن مستهلكى الشركة الأخرى يتحولون الى هاى ‏ جلو 0.15 » يدم احتال أن يتنك 
مستهلكو الشركة الأخرى بش ركتهم 0.85 . وتكون المصفوفة التصادفية ببذه الاحتالات الانتقالية هى : 
2 006 رع 
85 0.15 


- 4 - 


۹ سے ۲ 


6س" 


4-6 


ويكون متجه التوزيع الاحتالى الأولى هر [0.40 ,0.60] > 2090 بين العناصر 0.40 - ير + 0.60 ”1 تمثل الجزء من 
الناس فى الحالتين 1 > 2 على التوالى . 


صيغ العملية التالية فى صورة سلسلة ماركوف . يتكون البرناج الندريبى شرف الإنتاج فى إحدى شر كات الإنتاج من مرحلتين . 
المرحلة 1 تتضمن 3 أسابيع من الدروس النظرية » تتبعها المرحلة 2 التى تتكون من 3 أسابيع تدريب على تحت إشرافب المشرفين 
العاملين . من الخبرة السابقة .. فإن الشركة تتوقع أن 60 ف العة فقط من هؤلاء المعدربين الذين سبيدأون التدريب النظرى 
سينقلون إلى التدريب العمنى » بينا بحذف 40 فى المئة تماما من برناع التدريب ٠»‏ وذللك من بين الذين سينقلون إلى التدريب 
العمل » 70 فى العة فقط سيتخر جون كمشرفين > 10 فى الحة قد سألوا لاعادة المرخلة الثانية » 20 فى اة سيتجذفون كلية من 
البرناج . م مشرفاً تتوقعهم الشركة من برنا التدريب الحالى » إذا كان لديما 43 شخصاً فى مرحلة التدريب النظرى » و 21 
شخضا فى مرحلة التدريب العمل ؟ . 


تعتبر الفترة الزمنية الواجدة ثلائة أسابيع » ونحدد المراحل من 1 حتى 4 كشروط للحذف ( الشطب ) » والتدريب النظرى » 
والتدريب العملى والعمل كمشرف » على التوالى . إذا افترضنا أن الأشخاص الذين يحذفون لايدخلون التدريب مرة أخرى » وأن 
المشرفين يظلون مشرفين . فإن الادهالات الانتقالية تعطى بالمصغوفة التصادفية . . 


1 0 0 6 
04 0 06 0 
0.2 0 0.1 0.7 

0 0 O0 j 


P= 


هناك 66 = 21 + 45 شخصاً حالياً فى السريب ٠‏ لذلك فإن متجه الاحتال الأولى هر 


X® = [0, 45/66, 21/66, 0]‏ 
هل المصفو فة التصادفية 
0.12 0588] م 
0.85 0 2 


عادية ؟ تصادفية نبائية ( أرجودية ) ؟ احسب 2 نباية > رق إذا وجدت . 
5 دم 
وحيث إن كل مدخل فى القوة الأولى من ۶ ( ۴ نفسها) موجب » ۴ عادية »> لذلك فهى تصادفية نبائية 
( أرجودية ) . ومن ثم توجد لها نباية . ومتجه أيجن الأيسر المماظر ل 1 © يعطى ب 


0 ديءر0.15 -رع 0.12 أو x2}‏ ]اع 0 #015 1 


وبضم الشرط .1 ع و + ربد اء وبالحل نجد أن 

E, = [xı, xı} = [59,49] 
ويتبع ذلك أن‎ 

و و[ =e"‏ 


هل المصفوفة التصادفية 


3 


13 0 
06 باع 


9و1 


عادية ؟ تصادفية نهائية ( أرجودية ) ؟ احسب ”83 انها عدر إذا وجدت» 
صم 


حيث إن كل مدخل فى 


2 ے‎ 
P= |024 06 


ا 40 
يكون موجباً  »‏ نفسها عادية » لذلك فهى تصادفية نهائية » ومن ثم توجد م . وبالحل فإن 
الین tn. xal [o4‏ »أو x= 04x2 = Û‏ 
وبالاضافة إلى 1 E, = 27,57] 2 x * x=‏ و 
‘A27 SY‏ 
r= 4‏ 
4 - 8 هل المصفوفة التصافية 
0 0 0 1 
0 06 0 04 
P= |02 0 0.1 07‏ 
1 0 0 0 
عادية ؟ تصادفية الية ( أرجودية ) ؟ احسب "27 غياية سد رع إذا وجدت » 
وبدلاً من رفع م إلى القوى التالية لها لتأكيد ما إذا كانت عادية » دعنا تحدد قي أيبن ها بحل معادلة الفييز : 


1-8 0 0 0 


0 -2(0.1-2(0-( )سأ 0 06 4“ 04 
(-0.1-2(0 21 © وم ووم م 02 
إه-1 0© 0 0 


وبدلك 1 = ,۸ ( جذر مضاعف ) 0 وم ,0.1 عدوم من نظرية 19 - 4 » فإن َم E‏ . ومع ذلك .. 
من نظرية ۱۹ ~ ۲ » ۴ تكون تصادفية عباثية( أرجودية )حيث إن لا متجهين أيجنين أخطيين ومستقلين . 
,0,0,0{ 3 [10,0,0] 
مناظرين ل 1= ,4 . وبالحساب السهل جد المتجؤين الأيجنين الأيسرين هنا 
21 ,45-0 د 7-,0,9 ,1-2 


تناظر على التوالى 7 A3.‏ 
وتقول النظرية ۱۹ - ۳ إن ۴ يكن أن تكون قطرية » وفيها 


3 D= 


o 
uooo 
oOomo 
© 
ooo 
5ه‎ 2 2 


سد © ه 5 ١:‏ 


0© 0 0 1 
وحاب 00 | 3/15 10/15 7/15 8/15 
0 19 79 29 

0 1 0 © 


~4 — 


نحصل على ( ۱۹ - ۳) 


1 0 0. 0 10 0 0 10 0 0 i 0 0 

1 8/15 7/15 10/15 3/1510 1 0 0 0 0 060 1 f_ j 815 0 0 715 
29 789 19 0م‎ 00 0 011-20 9 -7 29 0 0 79 
0 1 0 0 00 0 4 5 -30 21 0 00 1 


5-8 حل المسألة المصاغة فى المسألة ١ - ٠۹‏ 


x = xp = [0.60,040J [o 40 0 ggg] = 10.5648.0435 (Î) 


بعد خمس سنوات تنخفض نسبة مشا ركة هاى ‏ جلو فى السوق إلى 56.48 فى المة . 
( ب ) ويتبع من نتائج المسألة 19 - © أن ۴ تصادفية نبائية ( أرجودية ) ٠‏ بمصفوفة نباياتث 1 » حيث إن 
49 5/9 
> م = سے 00 
E,‏ = ]5/9,4/9[ و و 0.401 ,10.60 xX XL‏ 
فى المدى الطويل » وتستقر نسبة مشاركة هاى ‏ جلو فى السوق عند 5/9 أو 55.5 فى العة تقرياً . 


4 - ۷ حل المسألة المصاغة فى المسألة ١ - ١9‏ إذا كانت هاى ‏ جلو تتحكم فى 95 فى الئة من السوق 


x = xp = 1090, 0.101 q4 agg | = 10.6270. 0.3730] رأ‎ 


بعد خمس سنوات سوف تتحكم هاى ‏ جلو فى نسبة 63 فى العة من السوق تقريياً . 
( ب ) وحيث إن ۴ عادية. فإن التوزيع النبانى يحفظ متجه الأين الأبسر فى 8 امرتبط ب 1 له هو. 
X= E, = [5/9, 4/9}‏ 


۹ - ۸ حل المسألة المصاغة فى المسألة 18 - ٠‏ 
بإستخدام ( ۱۹ - ۲ ) » ونتائج المسائل 5-19 . 19 - ه نحصل على 


60 00 1 
15 0 0 8/15 
[0.5657 ,0,0 ,0.4343] - 0 
7 لاد | ورد 0 0 ورد ]0 ,21/66 ,45/66 ,0[ = X= XL‏ 
1 00 0 


لذلك .. وبالتحديد فإن 3 ف الحة من هؤلاء المتدربين الحاليين ( حوالى 73 شخصا ) سيشطبون من البرناج و 5657 
الكة ( جوالى 707 شخصا ) سيضيحون مشرفين . 


بهو و حل المسألة المصاغة فى 14  --‏ إذا كان 66 شخصاً جمعهم فى التدزيب النظرى حالياً . 
الآن 1,0,0 ,0] x=‏ , 
1 
XL = [0, 1,0,03 | 5‏ = 
XO e xXOL = [ J| 29‏ 
gc‏ 


0 
5 
27 


= [8/15, 0.0, 7/15] 
1 2 


كت كك د 
ه همده 


e 


لذلك .. 15/ 8 من ال 66 شخصاً فى التدريب ( حوالى 35 شخصاً ) سيشطبون بالتأكيد من البرناج التدريى » ويبقاء 31 
شخصاً سيصبحون مشرفين . بمقارنة هذه النتيجة بنتيجة المسألة 19 - ۸ نرى أن التوزيعات النبائية تتأثر بالتوزيعات الأولية ؛ 
وهو الوضع العادى عندما تكون المصفوفة التصادفية تصادفية نهائية ( أرجودية ) » ولكن ليست عادية . 


٠١ - 8‏ انشىء شكل الخالة الانتقالية لسلسلة ماركوف ف المسألة ۲-۱۹ . 
شكلل الحالة الانتقالية هو شبكة موجهة ( انظر فصل ٠١‏ ) > وفيا تمثل الحالات بالعقد » وتمثل الانتقالات الممكنة 
بامنحنيات » وبتسمية الحالات » کا فى المسألة ١8‏ - ؟ » نحصل على شكل الحالة الانتقالية » كا فى شكل ١ - ١8‏ . وتمثل 
الأرقام التى على المنحنيات احتال الانتقال . 





(شكل وك دل 


4١ -‏ يعمل أحد عمال الخياطة بمفرده على ماكينة فى مرحلة من عملية إنتاجية لانتاج الملابس . تتطلب هذه المرحلة نصف ساعة لكل 
قطعة لكى تتم . وكل 30 دقيقة يضل أحد السعاة لمكأن العامل لأخذ القطع المنتبية وتسليمه القطع الجديدة للخياطة . وعدد 
القطع النى يحملها الساعى غير مؤكدة : 30 فى الحة من الوقت لا يكون مع الساعى أى قطع ؛ و 50 فى المحة من الوقت يمل 
الساعى قطعة واحدة يتركها للخياطة ؛ و 20 فى المثة من الوقت يكون مع الساعى قطعتين يتركهما للخياطة . ومع ذلك .. فإن 
الساعى عنده تعليمات ألا يترك أكثر من ثلاث قطع لعامل الخياطة (القطع غؤز المنتبية عند عامل الخياطة والرائدة تؤخد لعامل 
آخر) . حدد نسبة الوقت الذى يكون فيه العامل بدون عمل » بإفتراض أن القطع التى ستبقى بدون خياطة فى نباية وردية العمل 
ستبقى لليوم التالى . ْ : 


يمكن صياغة هذه المسألة فى صورة سلسلة ماركوف ذات ثلاث مراحل » وذلك ببعل عدد القطع غير المنتبية عنند العامل قبل 
حضور الساعى مباشرة تمثل الخالات . وتكون إما 1 » 2ء 3 على التوالى ممثلة 0 , 1 ء أو 2 قطعة غير منتبية ء أما المراحل » 
فهنى فترات النصف ساعة لمعدل وصول الساعى . 


إذا كان لدى العامل قطعة واحدة غير منتبية فى بداية المرحلة ( قبل حضور الساعى مباشرة ) » وإذا ترك الساعى قطعة واحدة 
( ياحتال 0.5 ) » فإن قطعة واحدة ستستكمل ببداية المرحلة التالية , تاركة العمل مرة أخرى بقطعة واحدة غير مستكملة ؛ 
تومن ثم .0.5 ح مدص » وإذا كان لدى العامل قطعتان غير مستكملتين فى بداية المرحلة » وخضر الساعى ومعه إما 3 » أو 2 قطعة 
( ياحتال 0.7 > 0.2 + 0.5 ) ء فإن الساعى سيترك قطعة واحدة فقبط ؛ وفى نباية الفترة التالية سيكون لدى العامل قطعتان غير 
مستكملتين باقيتان » حيث ستستكمل واحدة خلال هذه الفترة . لذلك 0,7 ع ويعء باعتبار أن كل الاحهالات الأخرى بنفس 
الطريقة » نوجد المصفوفة التصادفية . 


08 02 0 
P= | 03 05 02 
0 03 07 


~ Ae — 


1۲-4 


حيث إن كل عناصر 22 موجبة » لذلك تكون م موجبة . ويكون متجه أيجن الأيسر المرتبط ب 1 ره وله بجموع 
عناصر يساوى 1 هو 5 


2= [555] 


اوحيث إن 8 عادية» فإن هذا المنجه هو أيضاً ,“× . وف المدى البعيد » يبدأ العامل مرحلة فى الحالة 1 ( لا تتبقى أى 


قطع غير مستكملة ) 9/19 من المرات . ويصل الساعى بعد ذلك . ولا يترك أى قطع للخياطة » افق" باحهال 0.3 » لذلك 
فإن العامل يكون بلا عمل . لذلك يكون العامل عاطلا . 
أو 14 فى المئة من الوقت تقربياً . 


9 
5 (0.3) = 1 


تحقق من أنه فى المصفوفة التصادفية في المثال دمحال PP‏ تمثل احتال الانتقال من الحالة 4 إلى الحالة / فى فترتين 
هناك طريقان للسكان المستقرين ليظلوا مستقرين بعد 20 سنة ؛ ۴ فى شكل 1۹ - ؟ . ( أ ) : إما أن يظلوا مستقرين خلال ال 
0 سنوات الأول ء وف خلال ال 10 سنوات الثانية > أو يصبحون مضطربين بعد 10 سنوات » ثم يعودون إلى الاستقرار بعد 
0 سنوات أخرى . واحهال أن ييقى المواطن المستقر مستقراً خلال فثرة زمنية واحدة هو 0.92 , ومن ثم » فاحهال أن ييقى 
المواطن المستقر مستقرا حلال فترتين زمنيتين هو (0,92) (0.92) . واحهال أن يصبح المواطن المستقر مضطرباً فى 10 سنوات هو 
8 . واحجهال أن يصببح المواطن المضطرب مستقرا فى 10 سنوات هو.0.03 ؛ لذلك. فإن اجهال حدوث الحدثين مع بعضنهما 
لنفس المواطن هو (0.03) (0.08) , لذلك فإن احهال أن ييقى المواطن المسعقر منستقراً بعد فترتين زمنيتين هو 
(0.08(0.03) + )0.920.92 
وهو بالضيظ العنضر (1,1) فى 282 
بعد ٠١‏ صنة بعد ٠١‏ سنواث 


مستقر 


مستقر 





0.92 








مضطرب 
رب2 


( شکل ۹۹ - ) 


= ۹ - 


15-56 


١4-584 


بوضح شکل ۱۹ - ١‏ (ب) الطرق التى يمكن للمواطن الضطرب بواسطها أن يصبح مستقراً خلال قرتين زمنيتين . . واحهال ٠‏ 
أن يصبح مستقراً فى الفترة الزمنية الأول » ثم ييقى مستقرا فى الفترة الزمنية اتالية هو (092 (03 . واحټال أذ ييقى .ضطرباً 
خلال الفترة الرمنية الأولى , ثم يصبح مستقراً خلال الفترة الزمنية الثانية هو (0:97000:03) . لذلك .. فإن احهال حدوث أى من 
هذين الموقفين هو 


)0.03(0.92( + )0.97()0.03( 


وهو بالضبط العنصر (2,1) فى 82 . ويمكن معاملة الحالتين الأخرنين بالمثل . 


اثبت أنه إذا كانت 12 عادية » فإن كلى الصفوف *2 اية= با تكون مائلة . 
معرفة أن "۴ نباية عد , فإنه يكون صحيحاً أن .-*2 نهاية عدرل , وبالتالى » 
درج ب زه مم نباية) . (جد- "ص نهاية - “< غهاية عدر 
والتى تتضمن أن كل صف ف للا هو متجه أيمن أيسر فى 83 مناظر ل 2821 
والآن عندما تكون 2 عادية » فإن كل منجهات أبن تكون مضروبات مقياسية لمتجه مفرد . وعلن الوجه الآخر , عندما 
تكون با تصادفية » فإن كل صف منها يكون مجموعه واحداً . ويتبع ذلك أن كل الصفوف تكون متائله . 
إثبت أنه إذا كانت 8 قيمة أن للمصفوفة التصادفية :18 ء فإن .1 55 |8| . 
دع ”[بك,. .. ,دع ,ده] # ظليكون متجه أَين أن يتبع 2١‏ ء فإن: 28-8 وباعتبار العنصر رقم / لكلا الطرفين من 
المتساوية » نسسنمج أن 
N‏ 
هد = ne‏ 


دع © لتكون العنصر من 8 الذى له أكبر مقدار ؛ بمعنى 
(أنوا.. . ,أدع| ,علا ممع زوز 


من التعريف .. فإك 0و , لذلك 0<إع| (0) . ويتبع ذلك من )١(‏ وبوضع j‏ تساوى 1 ومن (؟) أن 


N N N 
hilal = hel = | 8 إهمم‎ = 2 pulal=lel املسم ع‎ 
ket k=} 2-1 


وتكون النتيجة هى 2|261 مباشرة 


- ۷ 


مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


فی المسائل ۱۹ ١١‏ حتی ۱۹ ۲١‏ » حدد ما إذا كانت المصفوفات المعطاة تصادفية » وإذا كانت كذلك » حدد ما إذا كانت عادية أو 
تصادفية نبائية » أو ليست كذلك . خدد قيمتها الهائية إن وجدت . 


1-4 
1۹-4 
1۷-14 
1-4 
~14 

4-4 
دمعو 
4-14 


1 0 0 0 1 1 0 ر0‎ 
19.15 ده‎ 079| 1918 İ05 03 02 1921 |021 079 0 | 
210 1-0 0 0.17 035 0.48 
05 03 02 0 ١ ب‎ 
19.16 los 05 6 19.19 . . 
e 0 0 1 0 
0 03 0 07 
1 0 0 0.1 08 01 
1.7 |0 -1 0 1920 jos 0 o1 
0 0 -1 02 02 06 


جدد النسبة من المواطنين الذين. يمكن تصنيفهم فى النباية كمستقرين اقتصادياً إذا كانت البيانات ف المثال ١ - ٠۹‏ تظل محققة 
خلال المدى الطويل , 


بمزاجعة كشف المشتركين فى مجلة:السفز » وجد أن 65 فى المثة منهم على الأقل هم كارت ضمان لشركة طيران واحدة . 
وبالمقارنة بالمراجعة التى تمت منذ 5 سنوات مضت » وجد أن 40 فى المثة من الذين لم يكن لديهم كارت ضمان أصبح لديم الآن 
کارت » بيغا 10 فى الثة من الذين كان عندهم كارث لم يعد لديم كروت حاليا . بافتراض أن هذه الاتجافات ستستمر فى 
المستقبل » حده نسبة المشتركين الذين سيمتلكون كروت ضمان. لشركة الطيران . (أ) فى عشر سنوات ء (ب) فى المدى 
الطويل . 


۲ لا ترغب إحدى شركات الطيران بين مدينة نيويورك وواشنظن أن تقوم رحلة السباعة ©١رلا‏ صباحاً متآخرة يومين على التوالى . 
إذا بدأ الطيران متأخرا فى أحد الأيام , فإن الشركة تيذل مجهوداً كبيرا فى اليوم التالى ليكون الطيران فى موعده » وتنجح فى ذلك 
95 فى المع من المراثه ١‏ وإذا لم يكن الطيران متأخرا فى اليوم السابق » فإن الشركة لا تنخذ أى إجراءات » وييداً الطيران طبقاً 
للجدول 60 فى المعة من المرات . ما هى اللسبة المنؤية من المرات التى عندها يكون الطيران متأخراً ؟ 


يصنف العنب فى وادي سونوما إلى متاز » وعادى » وردىء . وعقب محصول ممتاز » فإن احتالات المتصول على عنب ممتاز » 
وعادى. » وردئء في العام الغالى هى 0 ,0.8 ,0.2 على التوالى . وعقب محصول عادى » فإن احهال الحمبول على عنب ماز » 
وعادی » وردیء هی 0.2 ,6 ,0.2 . وعقب محصول ردىء ء فإن اختالات الحصول على عنب ممتاز » وعادى ؛ وردىء هى 
0.1 ,0.8 ,0.1 . حدد احتالات الحصول الممتاز لكل سنة من السنوات الخمس التالية إذا كان أقرب أخحر مخصبول عاديا . 


يقسم قسسم الشيخوجة فى إحدى المستشفيات مرضاه إلى علاج داخلى » وعلاج سريع . وتدل البيانات السابقة على أنه خلال 
أسبوع واحد 30 ف المثة من مرضى العلاج السريع يخرجون من المستشفى » و 40 فى الحة يبقون تحت العلاج السريع » و 30 فى 
المنة يحتاجون إلى علاج داخلى . وى نفس الفترة 50 فى الحة من مرضى العلاج الدالى يصبحون فى العلاج السريع » و 20 3 


مهسا 


لمشة منهم ييقون بالعلاج الداخلى » و 30 فى المثة يموتون . وحالياً لدى المستشفى 100 مريض فى قسم الشيخوخحة » و 30 منهم 
علاج داخلى » و 70 علاج سريع . حدد وضع هؤلاء المرضى . ( أ ) بعد 2 أسبوع (ب) فى المدى الطويل . (لانتغير حالة 
المريض الذى يخرج إذا مات هذا المريض) 

4 - ۲۷ يعتبر أصحاب إحدى العمارات السكنية فى شيكاجو أن وكيل التشغيل الذى يدير العمارة من المديرين الممتازين » وله سجل 
ممتاز بمدينة بوسنطن . وبالنسبة للتقديرات جيد » ومتوسط ء وردىء للمبانى التى تديرها الشركة » فإن 50 فى المثة من المبانى التى 
كانت جيدة لعام كامل نظل جيدة حتى نباية العام . وينحدر الباق إلى المستوى المتوسط . وبالنسبة للمبانى التى كانت فى حالة 
متوسطة , و 30 ف الكة منبا تبقى في المستوى المتوسط فى نهاية السبة » و 70 فى الة ترتفع إلى المستوى الجيد . وبالنسية للمبائى 
التى كانت فى المستوى الردىء » فإن 95 فى الحة تبقى فى المستوى الردىء بعد سنة واحدة » بينا ال 10 فى المثة الباقية ترتفع إلى 
المستوى الجيد . بافتراض أن هلره الشروط ستنطبق علي شيكاجو أيضأ ؛ حدد مسنوى الشقق المتوقع تحت إدارة الشركة فى 
المدى الظويل . 

٩‏ - ۲۸ إجدى حالات سلسلة ماركوف هى « الامتصاص ٠‏ , أى أن أى غرض يدخل أى حالة لا يمككن أن يخرج منبا . أوجد كل 


حالات الامتصاص لسلاسلى ما ر كوف العرفة بامحددات (أ) ف المسألة 48- ۰۱۵ (ب) ف المسألة 1۹ 14 + (E)‏ 3 
الملسألة ٠۹١‏ ~ ۱۹ (م) فى المسألة 1۹ - ۲١‏ . 


4 - ۲4 اثبت أن المصفوفة التصادفية لسلسة ماركوف النى ها على الأقل حالة امتصاص لايمككن أن تكون عادية . 

۰-4 من تعريف مضروبات المصفوفات » تحقق من أن مضروب مصفوضين تصادفيتين من تفس الدرجة يكون هو نفسه تصادفاً . 
4 - ۳۹ ابت [1,1,1,...,1] = لا هو مجه أن أيسر فى ”ع ومعكوس أى مصفوفة تصادفية اختيارية مم 

4 - ۳۲ باستخدام نتيجة المسألة ۱۹ - ١۳ء‏ إلبت أن كل مصفوفة تصادفية ۴ ها 1 = ۸ كقيمة أن . 

4 - ۴۳ ائبت النظرية 5-018 


- #4 بين بمثال أن معكوس النظرية 18 - 4 غير ممكن . 


هوعد 


الفصل العشرون 


الأفاق الغير محدودة 
Unbounded Horizons‏ 


السياسات المثلى فى ظل السكرن OPTIMAL POLICIES UNDER STATIONARY‏ 


عملية القرار التى لها أفق غير محدود , هى التى لها مراحل كثيرة غير نحدودة:. وبالرغم من أن هذه المواقف. لا تخدث كثيراً فى الحياة العملية 
فإنها تكون تماذج مناسبة لتسليل العملياث التى ليس لا نقبط غباية واضحة.. ويفترض الشرط التالى هذه العمليات . 
فرض السكون ء القرارات » العائد » والحالات المرتبطة بالعملية تككون متائلة فى كل حالة . 

وف الحالات التى تنطابق مع هذا الفرض فإن السياسات المثلى تعتمد فقظ على الحالات وليست على المراخل . ومهما كان القرار أمئلاٌ 

للحالة 4 ف المرحلة 1 فإنه يكون أمثلاً للحالة ت فى المرحلة 100 » حيث تبقى كل الشروط الأخرى بدون تيبر . سنستعمل الرمز d*)4(‏ 
ليدل على أن القرار يككون أمثلاً عندما تكون العملية فى الحالة 6 

وفرض السكون يكون مقيداً فى أنه لا يسمح بتغيير المعدلات » والتكلفة » والأمان أو أى كمية أخرى عندما تستمر العملية فى المستقبل . 
وتبقى السيامة المثل » لذلك » مثلى طالا يبقى فرض السكون قائماً فقط . 


DISCOUNTING : القتعم‎ 


حيث الأموال النصرفة أو الواردة فى المستقبل ( المسافة ) لا تتساوى فى القيمة مع الأموال من نفس المقام المنصرفة أو الواردة. فى الحاضر '» 
ويستخدم الخصم غالبا لتعويض الفروق الزمنية ( انظر ٠ - ٠١‏ ) . نرم للفيمة الخالية للغائد الأمثل ( أو العائد الأمثل المتوقح فى حالة 
العمليات التصادفية ) بالأفق غير المحدود لعملية قرار مبتدأة بالخالة # ب: .()822 . وتسمى معادلة () المعادلة الدالة للعملية . 


العمليات التابتة مع الخصم. DETERMINISTIC PROCESSES WITH DISCOUNTING‏ 
تود المعادلة الدالة للعمليات الثابتة بسهولة غالباً باشتفاق الصيفة العكسية للعملية » وذلك باستخدام مدخل البرمجة الديناميكية مع النصم على 
عدد محدد من المراحل ؛ ثم شطب كل الرموز الدالة على المراحل . 


مفال ١ - «٠‏ : من )١(‏ ف المسألة ٠١ - ١4‏ نحصل على 
m (u) = max {I()~ M (u) + am (u + 1), IO) M(O~ R(u)+ am)‏ 
كمعادلة دالة لعملية إحلال المعدات بأفق غير محدود . 
تستخدم الطريقة التالية ذات الخمس خخطوات لحل المعادلات الدالة ل [22)4 لتصديد السياسة المثلى . 
التعلوة 7 : إعر سياسة أولية وأرمز للقرار فى كل حالة 4 ب ()2 . إجعل هذه السياصة هى السياسة الخالية . 
النظوة 2 : تحت هذه السياسة الحالية » إحسب لكلل قيمة من العائد الكلى من العملية التى تبدأ بالحالة نا . إجعل القيمة الحسوبة الدالة 
PV(u)‏ 0 ب ۴ 


ورج د 


الخطوة 3 : إستبدل الدالة ٠‏ بالدالة -۴۷ فى الطرف الأئمِن ف المعادلة الدالة » فنحصل لذلك على (/)38 » الطرف الأيسر 
للمعادلة الجديدة » (8)© القرار الؤدى إلى () 


الخطوة 4: إذا كانت (4)4 ج()4. لكل حالة ,ا ء فتكون السياسة الحالية مثل. بمعنى (س)ل a‏ 
PV)‏ = () ۸ ع (ي) بور . وإذا لم تكن كذلك ء إذهب إلى الخطوة 5 


الخطوة 5 : إجعل (4)4 > (4)04 لكل حالة نا » لذلكِ إنشىء سياسة جالية معدلة » ثم عد إلى الخطوة 2 . 
( انظر المسألة ۲١‏ س 


MARKOV CHAINS WITH DISCOUNTING سلاسل ماركوف مع الخصم‎ 


کر ن التجبير عن بعض عمليات القرارات فى. صورة سلاسل ماركوف. يمجرد أن توضع السياسة . فى هذه االات » تعمد الاحتالات 
الانتقالية عموماً على كلا من الحالانت والسياسة . ( انظر المسائل *٠‏ - ه و .)١ - ۲١‏ إجعل 
القرار الممكن عندما تكون الغملية في الجالة # d = (=12,..,N)‏ 
التكلفة أو العائد ( المتوقع ) من تنفيذ القرار :4 » والعملية تكون فى الخالة 4 - 4,2 ,)6 
الاحتال الإنتقالى للنقل من الحالة 4 إلى الخالة [ إذا ثُفِذَ القرار :4 فى الحالة © (4)رص 
تحدث التكلقة (,4 ,)© ف كل مرة تكون فيها العملية غند الخالة 1 ويبفذ القرار ب . ولكل م ٠‏ :ك تكون هذه التكلفة ء أو لا 
تكون متغير عشوانى . فإذا كافت كذلك.» نفهم أن (:4 ,)© ترمر إلى القيمة المتوقغة للمتغير الغشواق . 
وتكون المعادلة الدالة لسلسلة ماركوف ذات.- ار مرحلة بمعامل خضيم نم هى 


N‏ كًَ 
py(d)m 0)‏ 2 بم + (رله (A+) m (i) = optimum{Ct.‏ 
i j=‏ 


وتكون الأمثلية لكلى القرارات. الممكنة عندما تكون العملية فى الحالة 1 . ويمكن حل المعادلة ( ١ - ٠١‏ ) فى (780 بنفس الطريقة 
المعطاة للعمليات الثابتة.( المؤكذة ) مع الخصم » بتعديل واحد . والقع الحالية ر المتوقعة ). (121/04 فى الخطوة 2 لا يمكن أن تسب مستقلة 
لكل حالة ى ولكن نحصل عليها للخل مجموعة المعادلات الآنية . 


(YEN) ` `. PVD=CGA)+e 2 (ز)لام(ق)يم‎ . (=2. N). 


وهنا فإن 4 E‏ له 4 تخبته السياسة الجالية . وتكون الصيغة ( ON KERE‏ 


وججب أن يكر إن القي الحالية للعمليات الم كدة أيضاً يكن أن حسب من المعادلات الممائلة ل ( (OY‏ . ويمكن الحصول علي هذه 
المعادلات بکاية () ٣۷‏ بدلا من () ر لاله للك أب القينة القردة بك = به رانظر المسالة ۲١‏ سى . 


EXPECTED RETURN PER PERIOD العائد الحوقع لكل فعرة-‎ 


: فى الحالات الى يكن مغروفاً فيبا إن فرض السكوّن ينطيق للفترات الزمنية القضيرة » ولكن الغير مؤكدة . أو جيث يكون معامل الخصم 
| قرياضن ا ل E‏ و المرحلة ) 
مقياساً أكار اعلايمة عن القيمة الخالية لتحديد السياسة الثلى . 


س 


نفترض أن المسألة تحت هذا التساؤل يمكن أن تصور فى صورة سلسلة ماركوف عندما توضع السياسة » ويكون التوزيع البائ للحالات 


)( ا (مم) 
x0 =], x9, ...,×[‏ 


مستقلاً عن التوزيع الأول للحالات 70 .وهذا الشرط الأخير يتحقق ليس. فقبط إذا كانت المصفوفة الانتقالية ۴ عادية » ولكن لطبقة 
كبيرة من المصفوفات الغير عادية التصادفية النبائية » والتى فيها يكون صفوف L = lim P"‏ مشابهة لبعضها البعض . 
تعريف : العائد المتوقع للفترة هو 

.R = C(1, d)x + CO, dxf? +۰° + C(N, dn)xf? 

حيث Ci d(‏ هى التكلفة المتوقعة أو الربح المتوقع من تنفيذ القرار ,4 بينا تكون العملية فى الحالة .( ,... ,1,2 =1) أ. 
يعتمد العائد المتوقع للفترة على السياسة المتبعة » وتكون السياسة مثل إذا تنج عنها قيمة مثل فى .+1 ( انظر المسألة ۲٠١‏ - ۷ . 

وحیث أن ۸ تمتوى على عناصر أ » فإنها تمثل متوسط عائد الفترة عندما تكون العملية فى حالتها المستقرة . وأكثر من ذلك » حي 
أن 29 من المفروض أنها لا تعسمد على ,30 » فإن 8 أيضاً . تكون مستقلة عن الحالة الأولية للعملية » ومع ذلك فإن الحالة الأولية تؤثر على 
المراحل الأولى للعملية . أرمز للعائد المتوقع ( بدون خنصم ) للعملية خلال # - فترة إبتداء. بالحالة 1 ب .(0, فإن 
غم - 0,04 > رمد تميل التداخعل خلال # فتره بين العائد الكلى المتوقع على أساس ان العملية بدأت بالحالة 1 , وأن العائد الكلى 
المتوقع قد وصل إلى ظروف الحالة المستقرة التى وصلت إليها قبل ذلك » وحيث أن ظروف الحالة المستقرة ستصبح مؤثرة تباعاً » يصرف النظر 
عن الحالة الأولية » فإن 00 يجب أن تنحول إلى عدد ثابت بزيادة ۴ (١‏ انظر المسالة ٠ ۲٠‏ . وتبعاً لذلك فإن ۷ تكون ثاب لقم 

. الكبيرة‎ ١ 

ويمكن استخدام قم 6 لكل خالة أ ءوقيم # الكبيرة لإيجاد يقة الخطوات الست لتحديد السياسات الى . 
الخطوة 1 : اختار سياسة أولية » وارمز للقرار لكل حالة ¡ بالرمز رك . إجعل هذه السياسة هى الحالية . 
الخطوة 2 : حدد اللصفوفة الانتقالية ‏ [(,8)رص] -2 المناظرة للسياسة الخالية » والعائد ‏ (:4 ,)© المرتبط بالقرارات . 
الخطوة 3 : حل مجموعة المعادلات التالية فى © ء (2,3,...,20 > 4) ربو . عند 100 تؤخف صفر 

N 
(~1) w, + R = C(i d)+ $ pid )w,. Gi=12,....N) 
jt 

اللو 4 EOS REN E‏ © متهن به فلن ون 


N 
ی‎ {ce a+ puta} أمية‎ 
61 
. حيث تؤخذ الامثلية لكل القرارت ,4 فى هذه الحالة‎ 


الخطوة 5: إذا كانت ,4 ح بق لكل قم ب » فإن السياسة الحالية تكون مثل , عند * > 2 كا فى الخطوة 3 . إذا لم تكن 
كذلك ‏ إذهب إلى الخطوة 6 


القطوة 6 : إجمل بت = إل لكل قم .3 ؛ لذلك إنشىء سياسة حالية معدلة » وعد إلى الخطوة 2 . 
( انظر المسائل ۲۰ - م حتى ۲١‏ - ۲ 


س س 


1١-1٠ 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


حدد () ۴۷ إلكل حالة ‏ 2 بأفق غير محدود لعملية إحلال المعدات للمسألة 14 - 8 تحت البسياسة التالية 


خذ معدل العائد الفعال ليكون 10 فى المثه مبتوياً وتكلفة إحلال الماكينة ذات عمر 6 سنوات لتكون 7000 =() ۸ دولار . 





تترواح الحالة ‏ عند أى مرحلة من 1 حتى 6 . حيث أنه » عدد الأفق الغير محدود » من الممكن الدخخول فى مرحلة بماكينة 
عمرفا.6 سنوات ( التي يجب أن تستبدل فوراً ) . معامل الخصم هو 


a = 0.90909 


E 
“T+ 


لحساب (۶۷)1 » لاحظ أنه » عندما تبداً العملية بماكينة عمرها عام واحد » تتطلب السياسة الحالية أن تستبدل الماكينة 
بتكلفة 3500 دولار ( انظر الجدول ٠١ - ٠١‏ ) . وتركب ماكينة جديدة تعطى دحلا 10000 دولار بتكلفة صيانة 100 
دولار . ويكون العائد الصاف فى السنة هو 


0 - 3500 -100 - 10000 
وندخخل السنة الثانية للعملية بماكينة عمرها سنة واحدة » طبقاً للسياسة الحالية فإنها يجب أن تستبدل . ويكون العائد الصا 
للسنة الثانية أيضاً هو 6400 دولار . وحيث أنه تحقق متأخراً سنة واحدة , فإنه يجب أن يخصم بمعدل خحصم » . ويستمر 


العائد الصاف السنوى بعد ذلك ليكون 6400 دولار » ولكن كل قيمة يجب أن تخصم بشكل مناسب لايجاد قيمتها الحالية . 
وكنتيجة لذلك ؛ فإن القيمة الحائية للعائد الكلى من العملية إبتداء بماكيئنة عمرها سنة واحدة هى 


ووه وجو - لل -. . . +تو ومين + توووين + PV(1) = 6400 + 6400a‏ 
لحساب (2851/)2 القيمة الحالية للعائد الكلى إبتدامٌ بماكينة عمرها منتين » لاحظ أن السياسة الحالية تتطلب استبدال 
الماكينة ذات عمر السنتين مباشرة بماكينة جديدة . تكون تكلفة الاستبدال 4200 دولار » وبمجرد تركيب الماكينة الجديدة تعطى 
دخلاً 10000 دولار وتكلفة صيانة 100 دولار . ويكون العائد الصافى للسنة الأولى حو 
دولار ‏ $5700 = 4200 - 100 - 000 10 
وإبتداء من السسنة الثانية تكون الظروف الالية مماثلة للظروف التى حسبت بها (۶۷)1 لذلك فإن 


PVO)= 5100 + 6400a + 64002 + 6400a + -. . = 5700 + E - 8569700 دولار‎ 





لاع وس لس 


f~ ¥ 


در لار 


PVCS) = (10000 100 4900) + 6400 + 640047 + 6400a? + < = S000 4 DZ = s69 000 بولار‎ 
PVE) = (10000 100 - 5800)+ 6400: + 64000 + 64004 + `. < = 4100 4 ÎÎ درلار 100 هون ھ‎ 





PV(S) = (10000 100 5900) + 6400a: + 64000: + 6400a? + <. ` = 4000 + 9® $68 000٠ دولار‎ 


PV(6) = (10000 100 - 7000) + 6400a + 640003 + 6400a + ٠ ٠ < = 2900 + 00% $66 900 دولار‎ 


أعد حل المسألة ١ - ۲١‏ إذا كانت السياسة الحالية هى 


اشترى 





سناب (۷)1 ء فإن العائد الكلى مع المخصم إبتداءٌ بالماكينة ذات عمر سنة واحدة » مع ملاحظة أن السياسة الحالية تتطلب 
الاحتفاظ بالماكيئة ذات عمر سنة واحدة . من الجدول ١١ - ٠٤‏ » فإن هذه الماكينة ستحطى عائد سنوى 9500 دولار وتكلفة 
صيانة 400 دولار » بعائد صاف 9100 دولار . وتصبح الماكينة عمرها ستتين فى بداية المرحلة الثانية » ومرة أخرى تتطلب 
السياسة الحالية الاحتفاظ بالماكينة . وتعطى الماكينة ذات عمر السنتين عائدا صافيا 


9200- 800 - $8400  رالود‎ 


وحيث أن هذا يحدث ف المرحلة الثانية من العملية فإن هذه الكمية يجب أن /اتخصم بمعدل خصم به . وتدخل الشركة بعد 
ذلك المرحلة الثالثة بماكينة عمرها ثلاث سنوات والتى يجب:أن تستبدل طبقاً للشياسة الحالية » تكلفة الاستبدال 4900 دولار. 
تعطى الماكينة الجديدة دنعلا قدرة 10000 دولار وبمجرد تركيب وتكلفة صيانة 100 ذولار » لذلك فإن العائد الصافى فى المرحلة 
الثالئة يكون . 


دولار $5000 = 4900 - 100 - 10000 
ويجب .أن يُخصم بمعدل خصم ,2يم . وتدخخل الشركة المرحلة الرابعة بماكينة عمرها سئة واحدة » حيث يجب الاحتفاظ بها 


طبقاً للسياسة الحالية . لذلك » 


< < . + ديو5000 + 8400a‏ + ب 9100 + تبه 5000 + :ه8400 + 9100 عد (21/)1 


2 
= 9100+ 8400a + 5000071 + a? + a+... 210013400 500097 $83 916 


مساب .(۴۷)2 ۰ العائد الكلى مع المختصم بابتداء العملية بماكينة عمرها سنتين » مع ملاحظة الاحتفاظ. بالماكينة ذأت عمر 
سين طبقاً للسياسة الحالية » ستعطى هذه الماكينة عائداً صافياً هو 
دولار ‏ 588400 - 800 -9200 


وتدخعل الماكينة المرحلة 2 من العملية وعمرها ثلاث سنوات » وتنطلب السياسة الحالية استبدال الماكينة . تكلفة الاستبدال هى 
0 دولار » وبربطها مع تكلفة الصيانة والدععل الناتج منبا يؤدى إلى عائد سنوى صا . 


دولار $5000 = 4900 ~100 - 10000 


STE 


وحيث أن هذه الكمية ستسلم فى المرحلة الثانية من العملية » لذا يجب أن تُخصم بمعدل خنصم م . وتدخل الشركة المرحلة 
الثالئة بماكينة عمرها سنة واحدة ويكون الموقف الآن مشايباً للموقف الاج عن ,() ۷ع » ولكنه حدث متأحراً مرحلتين . 
وبالتالى 


PV(2) = 8400 + 5000a + a*PV(1) = $82 298 دولار‎ 


ونا لمل 

PV(3) = (10 000 ~ 100 - 4900) + aPV(1) = $81 287 دولار‎ 
PV(4) + (10 000 - 100 — 5800) + aPV(1) = $80 387 دولار‎ 
راط‎ )5( - )10 000- 100 - 5900) + PV) = $80 287 دولار‎ 
PV(6) = (10 000.100 - 7000) +a PV(1) = $79 187 دولار‎ 


. بأفق غير محدوه‎ ٠١ - ٠١ حل المسألة‎ ۳-٠٠ 
لتكون‎ ١ - 7٠٠١ المعادلة الدالة لهذه الجملية تحددت ف الخال‎ 
m(u) = max (4)0/ة -(7)0 ,(1 + )جه + (د)لة -(ه)1)‎ - R(u)+ am{1)} 


لضمان بيع الماكينات التى عمرها 6 سبوات تحت السياسة المثق » إجعل .0 -(217)7 ”10 > (84)6 ,1)6(=0 باسشخدام 
البيانات للمسألة ١ - ٠١ ۸ - ١‏ تحل )١(‏ بطريقة الخمس خطلوات 


الخطوة 4 2 نختار كسياسة أولية 





الخطوة 2:2 باستخدام نتائج المسألة ١ - ٠١‏ نحصل على نتائج هذه السياسة 


دولار 000 $69 = PV)‏ دولار 700 $69 = (۴۷)2 دولار 400 $70 = P۷)1(‏ 
درلار 900 $66 = PV)6()‏ درلار 000 $68 = (۴۷)5 دولار 100 $68 = PVA)‏ 


الخطوة 3 : باستبدال (:6:< ب (»)۴۷ فى الطرف الأيمن من (1) نحصل على . 


f(1) = max {1(1)— MA) + PVE), I(.)~ M(0)- R(1)+ a PVD} 
= اعلى‎ {9500 - 400 + )0.909091()59 700(, 10 000 - 100 - 3500 + )0.909091()70 400(( 
= اعلىي‎ 72464, 70 400 = 372464 ٠ احفظ - (4)1. عند‎ 

/)2( > ,(قالاط» + (84)2 - (17)2 اعلى‎ 7)0(- 21)0(- 1*)2(+ aPVOY} 
= على‎ {9200-800 + (0.90909169 000), 10 000 > 100 - 4200 + (0.90909170 400% 


اخفظ = (2) عد 7 $71 = 700 69 ,127 71 اعلى - 
اشترى > (2)3 عد 000 $69.= }000 69 ,409 68{ AG) = Je‏ 
اشترى -  4)4(‏ عد 100 $68 = [100 68 ,318 66{ على = (4) 1 
اشترى =(5)ل عد 568000 =.[68000 ,618 63) اعلی = (5) ۸ر 
اشترى -  4)6(‏ عند 0 566 ع (900 107,66-] اعلى = )۸(6 


جلمد 


f~ ¥ 


بتجميع هذه النتائج فى جدول تحصل على 


6 5 4 3 2 1 | ما 





اشتری اشترى اشتری اثتر احفظ احتفظ dtu)‏ 


الخطوة 4 ,5 : حيث أن هذه السياسة الجديدة تخنلف عن الحالية » لذا نأخذ السياسة الجديدة كسياسة حالية معدلة ونعود 
للخطرة 2 . 


الخطوة 2:2 باستخدام نتائج المسألة ٠٠‏ - 5 تخصل للبسياسة الحالية المعدلة على 


دولار 287 $81 = (۶۷)3 دولار 298 5882 - (2)/اط درلار 583916 > 21١/)1(‏ 
دولار 187 $79 = P۷)6(‏ دولار 287 $80 = P¥)5(‏ دولار 387 $80 = PV(4)‏ 


الخطوة 3 : AÛ)= Jel {1(0)- M(1)+ a PVE), [O)- M(0)- R(1)+ a PV(1)}‏ 
احطفظ > (2)1 916 $83 2 [687 82 ,183916 اعلى عه 
احفظ > (2)2 عد 5882297 > (82297,81987) اعلى > (78)2 
أشترى > (3) عد 881287 -(287 579,81 79] اعلى = )3 
اشترى = (4) عبد 387 $80 = 387 80 .488 77{ على - (4) 8 
علد 
عدا 


3 


fı (Š)= Jel {74 788, 80 287} = $80 287 اشتری = (5) ی‎ 
(6) = Jel {-10°, 79 187} = $79 187 2)6( = اشتری‎ 


بتجميع هذه النتائج فى جدول حصلل على 


6 5 4 ا 2 1 ما 
اشترى اشتری اشترى اشترى ‏ اححفظ سبد | ماه | 








الخطوة 4 حيث أن هذه السياسة الجديدة ممائلة للسياسة الجالية » فإئها تككون الى . وجب الاجتفاظ بالماكينات ذات 
العمر سنة وسنتين » ويجب استبدالٍ الماكينات الأقدم بماكينات جديدة . وحيث أن العملية تبدابماكينة عمرها 
سنتين فيكون العائد الكلى للشركة مع الخخصم تحت السياسة المثلى هو 1 


n )2(= ۴۷)2( = $82 297 . دولار‎ 


إستخدم مدخل .الممادلة الدالة لإعادة ساب القم: الخالية الناتجة فى المسألة :+ لو , 


طريقة الحل هى استبدال . (7000 “ب (//)/210 فى كلا الطرفين من المعادلة الدالة » م بعد ذلك » اباد الأمثلية للقرارات 
الناتجة من السياسة الحالية لكل حالة . وتُعطَى المعادلة الدالة لهذا اتموذج فى المثال ١ - ٠١‏ مثل 2< ٠‏ 


0 (u) = max {1Q M)+ ams + 1), 10) MO) R()+ am(1)} 


باوج ا 


وتكون السياسة تحت الاعتبار هى 


سد ]مه 


اشترى . اشترى ‏ أحفظ 





والتعظم فى حالة قرارات و الاحتفاظ » يعنى تيار ابید الأول من )١(‏ ؛ والتعظم فى حالة قرارات ٠‏ الشراء » يعنى اخحتيار الحد 
الثانى من )١(‏ . لذللك تؤدى السياسة الخالية إلى جموعة المعادلات : 


(2 )لاه +13) 84 -(2)1 د (لاباط‎ 
از -(1)2 - (و)بام‎ )2 + a PVG) 
PVG) = 2)0( + 204)0( - +(3)ج‎ »25/0( 
PV(A) = 1(0)- MO)¬ R(4)+ aPV() 
PVE5)= IO) MO) R(5)+ a PVO) 
PV) = HO) M(0)- R(6)+ a PVQ) 


الأربع معادلاث الأخير ة فى (۲) مماثلة للمعادلات المسعخدمة ف تحديد (۴۷)6(,...,۳۷)6 فى المسألة ۲١‏ - ؟ 
بربط المعادلتين الثانية والثالقة فى (؟) نحصبل على 


4 ز)نام‎ - 1)2( - M(2)+ a{1(0)- 384 )0(- RG)] +a?PV() 
وأخيراً » بضم المعادلة الأول فى (5) مع (5) تحصيل على‎ . 5 - ٠٠ التى تشابه المعادلة فى (51/)2 فى المسألة‎ 


PV) = ID-MO+alH@)= MEN: a 1O- MO) ¬ RG) 


وهو التعییر عن () ۴۷ الناتج. من المسألة ۰ - ۲ بالضبط . 


. حل المسألة 14 - 4 مع الخصم والأفق غير الحدود إذا كان معدل الفائدة الفعلى 8 فى الكة سنوياً‎ ۵ - ٠ 


بمعرفة سياسة الانتاج » يمكن تصوير هذه المسألة فى سلسلة ماركوف » وكا تحدد فى المسألة ١‏ - 4 , فإن الحالات لكل 
مرحلة هى امخزون الممكن فى بداية كى سنة س وبالتحديد , 2س » 1- » 0 أو مكوك فضاء ويمثل الخرون السالب أوامر التشغي 
الغير منفذة من السنة السابقة . والقرارات الممكنة هى مستويات الانتاج للمكوكات الجديدة » وتحدد هذه المستويات فى 2 
للحالة 22 ,1 أو 2 للحالة 1 ,0 ,1 أو 2 للحالة 0 ,0 أو 1 للححالة 1 . وتبين الاحتالات الانتقالية والتكلفة ( بالمليون دولار ) 
المرتبطة بكل حالة وكل قرار فى الجدول ١ - ۲١‏ . فمثلاً » لتحديد السطر 3 من الجدول » وهو الخط المناظر ثخزون 1-- مكوك 
0 وقرار إنتاج مك وكين خلال العام الحالى » مع ملاحظة أنه بمجرد أن تنفذ أحد الطلبات السابقة بمكوك واحد فسيتبقى مكوك آخر 
مطلوب للوفاء بالاحتياج الجديد . إذا كان هذا الاحتياج هو واحد ( الذى سيحدث باحتال 0.6 ) فإك الحالة عند بداية الفترة 
الثالية تكون 0 ؛ ومن ثم .22-0.6),-م وإذا كان الاحتياج الجديد للمكوكات هو مكوكين ( الذى سيحدث باحتال 
4 ) فإن الحالة عند بداية الفترة التالية ستكون 1-؛ ومن ثم 0,4 > (02:-.:-م وحيث أنه لا يمكن الوصول إلى حالات 
أخعرى من الحالة ا بقرار إنتاج مكوكين » فإن كل الاحتالات الانتقالية الأخرى ستكون صفراً . وتعنى الخالة الأولية 3س أن 
مكوكا واحداً لم يسلم طبقاً لاحتياج العام الماضى » ولذلك توقع غرامة 1.5 مليون دولار . وبضم هذه التكلفة مع تكلفة الإنتاج 
وحى 19 مليون دولار لتصنيع الكوكين الجدد . ينتج عنها تكلفة سنوية 20:5 مليون دولار . لاحظ أن التكلفة السنوية محددة 
بالحالة والقرار ؛ ولا تعدمد على الاحتياج العشوا . 


A -‏ سر 


عند 0.08 =: يكون معامل الخخضم هو 


a = 0.3 


E E 
1+ 0.08 


والمعادلة الدالة هى ( ١ - 7١‏ ) وتكون الأمثلية هى تصغير » وحيث تكون ¡ > ز تتراوح فيما بين 2,...,1- 
( ليس بين 4,. . . ,1) . نحل المسألة لايجاد السياسة المثلى بطريقة الخمس خطوات . 


جدول ۲۰ - ۱ 





الخطوة ٠:2‏ للبيانات التى فى السطور 7,6,3,1 من الجدول ١ - ٠١‏ » وهى البيانات المتعلقة بالسياسة الحالية » تعطى 
(T~)‏ 


PV(-2) = 22 + (0,92592593){(0.4)PV(-2) + (0.6)PV(-1)+  (O)PVO)+  (O)PV(1)] 
PV(-1) = 20.5+ (0.92592593) (O)PV(-2) + (0.4)PV(-1) + (0.6)PV(O)+  (O)PVC)] 
PV(O)= 19 + (0.92592593 (O)PV(-2)+  (O)PV(-1)+ (0.4)PV(O) + (0.6)PVE)] 
PV()= 1.1 + (0.92592593) (O)PVE-2) + (0.4)PV(-1) + (0.6)PV(O)+  (O)PV()] 


والتى تكافء الموذج 

(0.62962963)PV(-2) ~ (0.55555556PV(-1) = 22 
(0.62962963}PV(-1)~ (0.55555556)PV(0) = 20.5 

(0.62962963)PV (0) — (0.55555556)PV(1) = 19 
— {0.37037037)PV(-1)- (0.55555556)PV(0) + PVD= 1.1 

بالحل فإن 


PV(-2)= 210.5768  PVE-1)= 199.05471  PVO)= 188.69533  PV(1)= 179.65471 


~~ ۳4 - 


الخطوة 2:3 باستخدام هذه القبم الحالية والبيانات من الجدول ٠١‏ -1 , نجرى الحسابات المعروضة فى جدول ۲١‏ - ۲ 
لكل حالة 4 فإن أصغر قيمة محسوبة هى (40, . لذلك تكون السياسة الجديدة هى 





الخطوة 4 ,ك : حيث أن هذه السياسة تختلف عن السابقة . فإننا نأخذ هذه السياسة الجديدة كسياسة حالية ونعود إلى الخطوة 
2 


الخطوة 2:2 للبيانات فى الأسطر 7,5,3,4 فى الجدول ١ - ٠٠١‏ ء تعطى البيانات المناظرة لآخر سياسة 8.9 -98) 


٩ + ۲۰ جدول‎ 


التكلفة التؤقعة مع الخصم 
p;(d)PVG)‏ 2 » +( ,)© 
j-2‏ 


22+ )0.92592593(])0.4()210.57768( + )0:6()199.05471( ١ 
+ )0()188:69533( + )0()179,65471(( * 210.578 


(0.6()199:05471) + (0.92592593(])04()210,57768) + 11.5 
200.078 = (((47كة0()179.6) + (0()188.69533) + * 
(0,4()199.05471) + (0.92592593(])0()210.57768) + 20.5 
199.055 = ((0()179,65471) + (0.6()188.69533) + 
ا (0.6()199.05471) + (0.92592593(])0,4()210.57768) +0 
| 188.578 - ((0()179.,65471) + (0()188:69533) + 
(0,4()199.05491) + (0.92592593(])0()210.57268) + 10 
(0.6X188.69533) + (0(179.65471)} = 188.555‏ + 
(0()199,05471) + (0()210.57768)إ(0,.92592593) + 19 
 - 1895‏ ((0.6()179,65471) + (0,4()188.69533) + 


1.1 + )0,92592593(| )0()210.57768( + )0.4()199.05471( 

1794055 > [(0()179.65471) +(0.6()188.69533) + 
(0()199.05471) + (0.92592593(|)0()210.57768) + 111.1 
5 ح- [(0.6()179.65471) + (0,4()188.69533) + 





PV(-2)= 22 + +(1-)لاط(6.6) + (2-)0اط(0.92592593(])0.4)‎  )0(25/)0( + )0(81٠7)1([ 
هع (1-)لاط‎ 20.5+0.92592593(] {0)PV(~2) + {0.4PV(- 1+ )0.6( 897 )0( + /اط(0)‎ )1([ 
PV(O) = 10 ` + (0.92592593) {(0)PV(-2) + (0.4)PV(- 1+ {0.6)PV(O)+ (OPVG)] 
PVG) = 1.1+ (0.92592593) (0)PV(-2) + (0.43PV(~ 1+ (0.6)PVO) + {0)PV (1)] 


والتى تكافء الموذج 
(0.62962963)PV(-2) - (0.55555556)PV(-1) =2‏ 
(0.62962963)PV(- 1) - (0.55555550)PV(O) = 5‏ 
(0.37037037)PV(-1) + (0.44444444) (0) > 10‏ - 
(0.37037037)PV(-1)- (0.55555550)PVO)+ PVOI)= 1.1‏ — 
بالحل نجد أن 


PVÇ-2) + 209,64706 PV(-1) = 198 PV(O)= 175 PV(I)= 1786 


N 


جدول ۴۰ - ۴ 
















التكلفة المتوقعة مع الخصم 
3 
p(d)PVG)‏ 3 عه +4 ,© 
ا ا j-2‏ 
.209.647 = ])0)(178.6( + (0()181.5) + (0.6()198) + (0.92592593(])0.4()209.64706) + 22 


11.5+ 1)0.92592593(])0.4()209.64706( + )0.6()198( + )0()187.5( + )0()178.6(( - 47 
20.5 + )0.92592593(1)0()209.64706( + (0.4)(198) + 0.6)(187.5)+ (0)(178.6)} = 198.000 


0 + (0.92592593){(0.4(209.64706) + (0.6)(198) + (0)(187.5) + )0()178.6(( = 187.647 
10. + (0,92592593)[(0X209:64706) + (0.4198) + (0.6)(187.5) + (0(178.6)] = 187.500 
19. +{0.92592593)[(OX209,64706) + (0198) + (0:4)(187.5) + (0.6X178.6)] = 187.667 






1.1 + (0.92592593)[(0(209.64706) + (0.4198) + (0.6)(187.5) + (0)(178.6)]} = 178.600 
11.1 + ({0.92592593)[(0X209.64706) + )0()198( + (0.4)(187.5) + (0:6X178.6)] = 179.767 


الخطوة 3: باستخدام هذه القم الحالية » والبيانات فى الجدول ۲۰ - ١‏ نجرى الحسابات المبينة فى الجدول ٣ - 7٠٠١‏ 
ويتضح أن السياسة «لجديدة تكون 1 





الخطوة 4 حيث أن هذه السياسة ماثلة للسياسة الحالية » فتكون مثلى . وتحت هذه السياسة وإبتداء من مخزون صفر » 
تكون التكلفة المتوقعة لضائعى المكركات هى 


مليون دولار 5 - (0) 517 - (0) دم 


ا 8-6 يقوم أحد المزراعين بزرع ذرة لبيعه فى السوق وتغطية احتياجات مزرعتة . يختلف مخصول الذرة من منة إلى أخرى طبقاً 
للتوزيع الاحتالى التالى 










وحدات أنغصول 1 






10 31 12 13 14 
0.10 020 030 025 015 


يتاج المزارع 10 وحدات من الذرة لتغطية احتياجات المررعة شتاءً ويستطيع تخرين حتى 12 وحدة . وأى كمية تخرن 
ولا تستعمل كغذاء خلال الشتاء يمكن أن تباع فى الخريف التالى . 

وإذا أراد أحد موزعى الأغذية أن يدفع مقدم تمن نظير الذرة للمزارع فإنه يدفع طبقاً للجدول التالى إذا ضمن المزار ع تسليمه 
الذرة بعد محصول الخريف . 8 





1 وحدات الذرة 
0 3 2 اختعاقد علي 


1 0 
2000 1400 هه © | الثمن الكلى بالدولار 





~۳ 


إذا تعاقد المزارع على معظم المحصول لموزع الأغذية مع ترك أقل من 10 وحدات لاحتياجاته الخاصة » فإن النقص يعوض بشراء ذرة من 
السوق مباشرة بسعر 700 دولار للوحدة . وأى كميات زيادة عن طاقة التخزين تباع بالسوق بسعر 300 دولار للوجدة . ويترك 
المزارع ما يتم بالسوق للضرورة فقط . ما هى كمية الذرة التى يتعاقد عليها المزارع لموزع الأغذية كل عام إذا أراد المزارع تعظم 
الربح المتوقع مع الخصم ف المنتقيل القريب بمعدل فائدة 7 فى اة ؟ 


نأخذ بداية المرحلة لتكون فترة الحضاد بعد أى تعاقدات سابقة وأي عمليات تمث بالسوق مباشرة استعداداً للشتاء القادم . فى 
هذا الوقت فإن المزارع يكون لديه إما 11,10 أو 12 وحدة من الذرة فى الخرن » لذلك نطلق على هذه المستويات » الحالات 
1 على التوالى . ويكون القرار بالنسبة للمزارع هو عدد الوحدات من الذرة التى يتعاقد عليها من محصول العام القادم مم 
موزع الأغذية . ويبين جدول ٠١‏ - 4 الاحتالات الانتقالية والعائد السنوى المتوقع المرتبط بكل حالة وكل قرار . وعنى سيل 
الثال » لساب السطر 4 من الجدول ٠١‏ - 4 المناظر لمستوى الخزون الحالى بمستوى 10 وحدات والقرار بالتعاقد على 3 وحدات 
من محصول العام التالى » لاحظ أن هناك أربع طرق للبقاء فى الحالة 1 بعد سنة واجدة : بعد استبلاك 10 و-جدات ميرنة جلال 
الشتاء . يمكن : )١(‏ حصاد 10 ويشترى 3 , (؟) حصاد 11 ويشترى 2 » (*) حصاد 12 ويشترى 1 . (4) حصاد 13 . لذلك 


0.85 + 0,25 + 0.30 + 0.20 + 0.10 - ررم 


والطريقة الوحيدة للمزارع ليبدأً مرحلة بعشر وحدات والمرحلة التالية ب 11 وحدة » علماً بأن 0 وحدات تستهلك فى اخیاة 
الناصة » 3 وحدات يجب أن تُسلم إلى موزع الغذاء , هنى أن يعطى المخصول 4 وحدة ؛ لذللك 5 يرم ولا تؤوجد 
طريقة ( بدون تعامل مغ الوق مباشزة ) للانتقال من مخزون 10 وحدات إلى مرون 12 وحدة 0بض 


وبسبب أن أى من اللئمس اختالات الممكينة لا تترك أى ذرة للبيع فى السوق مباشرة . فيكون العائد من التعامل المباشر مع 
السوق هو صفر . وحيث أن عدد 1,2,3 وحدة تشترى من السوق مباشرة طبقاً للمخصول 12,11,10 وحدة ضكون تكلفة 
السوق المياشرة المترقعة هى : 


(0.10)(2100) + (0.201400) + (0.30)(700) = $700 


لاخظ أنه على التقيضى. من الممبألة ٠‏ - ه فإن العائد. الصاف للمرحلة لا يحدد بالتقيد بالمرحلة والقرار ؛ وبدلاً من ذلك فإنه 
يعتمد على العائد العشواق ويكون معامل الخصم هو 
1 


5 = 945 
a= THO M9 





من الوجهة الفنية » جيث .أن كل التكلفة والعائد تحدث فى نباية الفترة » الذلك جب أن تخصم بسعر خصيم » قبل أن 
تستخدم . إذا إفترضنا أن هذا قد تم ~ على سبيل المثال , تكلفة السوق المباشر الحقيقة 749 دولار فإتها بعد الخصيم تصبيج 700 
دولار ‏ فن الدولارات الموضحة فى الجدول ٠١‏ - + تكون بخصومة أوتوماتيكياً بشكل مناسب . 


س س 












الدخل 
السنوئ التوقع 
6451-56 
(:4 ,)0 ع 


الخطوة 2 : بالدسية للبيانات فى السطر 15,10,4 لنجدول ٠١‏ - 4 تعطى البيانات المناظرة للسياسة الحالية ( ٠١‏ - ؟ ) : 


PV(1)= 700+ (0.934579[(0.85)PV (1+ (0.15)PV(2) +. (0)PV(3)) 
+2)/ا0.15(2) +(1)ام(0934579(]00.83) +1300 - رام‎  (O)PVGE)] 
PVG) = 1720+ (0.934579){{0.60)PV(1) + (0.25)PV(2) + (0.15)PVG)} 


والتی تکایء اموذج 
(0.205607P V(I) (0.140187 P VO) > 700‏ 
—(0.794393)PV(1) + (0.859813)PVC) = 1300‏ 


~—(0.560748)PV (1) - (0.233645)PV(2) + (0.859813)PV(3) = 1720 


وخلل هذه المجموعة من المعادلات هو 


دولار 13238 700)3(2 دولار12586 - 20/02 دولار 11986 =(۴۷)1 


- er س‎ 


جدول ۴۰ - ھ 
الربح الموقع مع الخصم 
3 
Ci. d)+a 2 pı(d)PVG)‏ 














165 + )0.934579(])0.10()11 986) + (0.2012 586) + (0.70}(13 238)] = 12 298 
375 + (0.934579){(0.30)(11 986) + (0.3012 586) + (0.40)(13238)] = 12 213 
620 + {0.934579){(0.60)(1 1 986) + (0.2512 586) + {0.1513 238)] = 12 138 
700 + (0.934579)[(0.85)(11 986) + (0.1512 586)+ (0)13 238) = 11 986 
705 +(0.934579 (111 986)+ (0X12 586)+ {0X13 238) = 11 907 



















375+ (0.934579) (0)11 986) + {0.1012 586)+ (0.9013 238)] = 12 686 
565 + (0.934579){(0.10X(11 986) + (0.2012 586) + (0.7013 238)] = 12 698 
875 + (0.934579){(0.30(11 986) + (0.3012 586)-+ (0.40)(13 238] = 12 3 
1120+ )0.934579([)0.60()11 986) + (0.25)(12 586) + {0.15)(13 238)] = 12 638 
1300 + (0.934579){(0.85}(11 986) +(0.15K12 586)+ ° (013 238)] = 12 S86 






645 + (0.934579 (0X11 986)+ 4)0(/)12586(+ )1()13238([ > 57 
775+ )0.934579(] (011.986) + (0.1012 586) + (0,9013 238)] = 13086 
1065 + )0.934579(])0.10()11986( + )0.20()12 586( + )0.70()13 238([ - 13 8 
1375 + )0,934579(])0.30()11986( + )0.30()12 586( + )0.40()13 238([ - 13 3 
1720 + )0.934579(1)0.60()11 986( + )0.25()12 586( + {0.1513 238)] = 13 238 





٩ ۲۰ جدول‎ 
الربح التوقع مع الخصم‎ 
3 
Cl. d)+ a > pold)PVG) 









165 + )0.934579(1)0.10()14 253( + )0.20()14 714( + (0.7015 294] ¥ 14 253 
375 + )0,934579([ )0.30()14 253( + )0.30()14 714( + )0.40()15 294([ ع‎ 14 4 
620+ )0.934579(])0.60()14 253( + )0.25(14 714( + )0.15()15 294([ - 14 4 
700 + (0.934579){(0.85K14 253) + (0.1514 714)+  )0()15 294([- ع‎ 5 
705 + (0.934579) (1)(14 253+ (0(14 714+ (0)(15294)}= 14 026 






“375+ (0.934579) (0)(14 253) + (0-1014 714) + {0.905 294) = 14 614 
565 + (0.934579)[(0.10)(14 253) + (0.20(14 714) + (0.7015 294)] = 14 653 
875 + (0:934579)[(0.30(14 253) + (0.30(14 714) + (0.4015 294)] =. 14 714 
1120 + (0.934579){(0.60)(14 253) + {0.2514 714) + {0.1515 294)] = 14 694 
1300 + )0.934579([)0.85()14 253( + )0.13()14:714(+“ ` {0K13 2940] 14.ع‎ 5 








8 14 ((294 41()15 ,+ (0()14714). . +(253 0()14).. , ](0934579) + كهمر 
4 15 ع ((0:90()15:294) + (714 0.10()14) + (253  )0()14‏ 0.934579( +775 
3 15 غ [(294 0,70()15) + (714 0.20()14) + (253 0.934579([)0.10()14) + 1065 
4 15 [(294 0.49()15) + (714 0.30()14) + (253 0.934579(1)0.30()14) + 1375 
4 15 - [(294 0.15()15) + (714 0.25()14) + (253 0934579([)0.60()14) + 1720 


الخطوة 3 : باستخدام هذه القم الحالية والبياتات من الجدول ٠‏ - 4 » تجرى الخسابات الموضحة ف الجدول ۲١‏ - ه 


لكل حالة #. ٠‏ أكير قيمة محسوبة هى () # لذلك تكون السياسة الجديدة. هى 





لا 


V— Ye 


الخطوة > ,ك : حيث أن هذه السياسة الجديدة تختلف عن السابقة فنطلق عليها » السياسة الحالية » ونعود إلى الخطوة 2 
الخطوة 2 : للييانات فى الأطر 1 ,8 ,15 من الجدول ۲١‏ - ؛ تعطى البيانات الناظرة لآحر سياسة ( (Y~.‏ 


PV(1)= 165+ (0.934579)[(0.10)PV(1) + (0.20)PV() + (0.70)PV(G)} 
لاط‎ )2( - 875+ (0.934579)[(0.30U)PVu, + (U.su)PV(2) + (0.40)PVG)] 
PVG) = 1720 + (0.934579){(0.60)PV(1) + (0.25)PV() + (0.15)PV(3)] 


حيث تكافء الفوذج 


(0.906542)PV(1) — (0.186916)PV (2) — (0.654206)PV(3) = 165 
~(0.280374)PV(1) + (0.719626)PV (2) — (0.373832)PVG) = 875 
~—{({0.560748)PV (1) (0.233645)PV (2) + (0.85981 3)PV(3) = 1720 


ويكون حل هذه المعادلات هو 
دولار 294 $15 = PV(3)‏ دولار514714 - (م)نام دولار 253 $14 = (۴۷)1 


الخطوة 3 : باستخدام هذه القم الحالية والبيانات فى جدول ٠١‏ - 4 نجرى الحسابات الموضحة فى الجدول ٠١‏ ”.1 
ويتضح أن السياسة الجديدة هى 





الخطوة 4: حيث أن هذه السياسة الأخيرة تمائل السياسة الحالية , فإنها تكون مثلى ٠‏ وإذا دخعل المزارع مرحلة بمخزون 10 
وحدات من الذرة فلا يجب توقيع عقد ١‏ وإذا كان الخخرون 11 وحدة ؛ فإله يوقع عقداً لوحدتین ؛ وإذا کان 
انرون 12 وحدة يجب توقيع عقداً ل 4 وحدات . 


تحدد إحدى المتاجر الكبيرة الربح الأسبوعى من كل فرع إما عالى أو منخفض . عندما يكون الربح من أحد الأفرع عالياً فى أى 
أسبوع فإن مدير الفرع يكون له الاختيار فى الاستمرار فى نفس السياسة أو إدخحال سياسة جديدة . إذا إستمرت السياسة الحالية 


فإن الربح للأسبوع التالى سيصل إلى 8000 دولار باحتال 0.5 » وربح منخفض 4000 باحتال 0.5 » بالسياسة الجديدة يصل 


الريح عايا إلى 3000 دولار بإحهال 0.8 ومتخفضاً إلى 4000 دولار باحتال 0.2 . وعندما تكون الأرياح لأى أسبو ع منخفضة 
فإن مدير الفرع يجب أن يدخمل سياسة جديدة يننج عنها ريح عال فى الأمبوع التالى 6000 دولار باحهال 0.4 » وربح منخفض 
0 دولار باحتال 0.6 . حدد السياسة اللائمة نلفر ع التى تعظم الربحج الأسبوعى المتوقع . 


تأخذ يداية المرحلة لتكون نهاية أسبوع عمل » وذلك بعد تحديد كل الأرباح » ولكن یل اناد أی فرار حول السياسة الى 
ستتبع فى الأسبوع التالى . وتكون الحالات الممكنة لكل مرحلة هى الأرباح العالية والمدخفضة والتى نطلق عليها الحالة 2,0 على 
التوالى وتكون القرارات المكنة هى » إما الاستمرار فى السياسة الحااية أو إدنعال سياسة حديدة ؛ ونطلق على هذه القوارات 2,1 
على التوالى . وكلا القرارين ن ممكناً للحالة 1 ؛ ولكن القرار 2 فقط هو المسموح به للحالة 2 . تعتمد الاحتالات الانتقالية 
والأرباح المتوقعة على كى هن الحالة والفرار ؛ وتوضح فى الجدول ۲١‏ - ۷ ا 


هوم د 


الريح الاسبوعى القع 
2 

CG, d)= 2 pT 
2 





نحصل على المصفوفة الانتقالية للسياسة الأولى من الأسطر 3,1 من الجدول ٠١‏ - ۷ مثل 
:0 0.5 
Po= o4 |‏ 
وتكون المصفوفة الهائية في 80 هى 
lim Pû) = E 58‏ ع رملا 
وبالتالى [4/9,5/9] > 289 . بضرف النظر عن الحالة الأولية للعملية ويكون العائد التوقع كل أسبوع فى الحالة المستقرة هو 
دولار $5000 = )4200( + )60000( = Ro= C(1, Dx + CO, 2x‏ 
ونحصل على المصفوفة الانتقالية للسياصة الثانية من اللأسطر 32 من الجدول ۲۰ - ۷ مثل 


8 02 
Pay ™ [4 06 


وتكون المصفرفة. النہائية لمذه المصفوفة الانتقالية هى 
13 23 8 
a= tia a= a 12]‏ 
دمن م ,[2/3,1/3] =[ . ويكون الربح امتوقع لكل أسبوع فى الخالة المستقرة هو 
دولار $5666.67 = )¢)4200( + ))6400( = Ro= C(1, 2x} + CO, 2x‏ 


الربح الأسبوعى المتوقع للسياسة 2 أحسن من السياسة 1 ؛ لذلك فإن السياسة 2 تكون هى الأمثل . ويجب أن يدخل مدير 
الفرع سياسئة جديدة كل أسبوع . 


ا 


. بطريقة الست خطوات‎ 7 ٠١ حل المسألة‎ ۸ - ٠ 


الخطوة 1 : 
اللخطوة 2 : 


مثل السياسة الأولية (44 ء أختار السياسة (برق14 للمسألة +٠١‏ حلا 
نحصل على المصفوقة الانتقالية والعائد الأسبوعى المتوقع المرتبط ببذه السياسة من الأسطر 3,3 للجدول ٠١‏ - 
۷ مثل 


r 
1 


0.5 05 ٠ 
4 6 C(1, 1) = 6000 CE, 2)= 4200 


بہذه البيانات يصبح الموذج ( ۲۰ - ٣‏ ) 


wı + R = 6000 + (0.5)w, + (0.5)w» 
wa + R = 4200 + (0.4)w, + (0.6)w» 


بوضع 0=,إس والخل , لمحصل على 2000- R = 5000, w=‏ 


جدول دم 


6000 + (0.50) 4: (0.52000) = SOO 
6400 + )0.8()0( + (2000-)ز0.2)‎ - 60 


4200 + (0.40) + (0,62000) = 3000 





باستخدام هذه القم ل س «2١‏ مع البيانات من الجدول ۲١‏ - ۷ نجرى عملية التعظم الموضحة فى ( 7١‏ - 
٤‏ ) . انظر الجدول ۲١‏ - م الذى يبين السياسة الجديدة لتكون 
ا 





حيث أن هذه السياسة الأخيرة تختلف عن الحالية » لذلك نجعل هذه السياسة هى السياسة الحالية المعدلة ونعود 
للخطوة 2 . 
نحصل على المصفوفة الانتقالية والربح المتوقع هذه السياسة الجديدة من الأسطر 3,2 للجدول 7٠١‏ - ۷ مثل 


08 2 2) = 640 CE, 2= 420 
F-4 60,2 2.2 


بہذه البیانات تصبح ( ۲۰ ¬ ٣‏ ) 


w, + R = 6400 + (0.8)wı + O2w2 
wy + R = 4200 + (0.4)w, + (0.6)w2 


بوضع 0 = س والحل : صل على 3666.67- = رس ,5666.67 = R‏ 


NE 


{~e 


٩ - ۲۰ جدول‎ 


6000 + (0.50) + (0.5K 3666.67) = 4166.67 
6400 + {0.8(0) + (0.2)(-3666.67) = 5666.67 





الخطوة 2:4 باستخدام هذه القم ل رس > بوس مع البيانات من الجدول ۲۰ - ۷ » نوجد الجدول ۲۰ ¬ ٩‏ . 
وتكون السياسة الجديدة هى : 





الخطوة ك ٠:‏ حيث أن هذه السياسة الأخيرة تمائل السياسة الحالية فتكون هى المثلى . ويكون الربح الأسبوعى المتوقع فى 
الحالة المستقرة لهذه السياسة هو 85666:67 - © ويعطى من امحاولة الآخيرة للخظوة 3 . 


حل المسألة ٠١‏ - 5 إذا كان الهدف هو تعظم الربح المتوقع فى السنة ( فى الحالة المستقرة ) . 
الخطوة 1: نختار السياسة الأولية 





الخطوة 2 :2 باستخدام البيانات فى الأسطر 15,8,1 من الجدول ٠١‏ - 4 . وهى البيانات المتعلقة بالسياسة الحالية » نهد أن 


0.10 0.20 0.0 
P=| 0.30 0.30 0.40 C(1,0)= 165 C@,2) = 875 CG, 4) = 120 
0.60 0.25 0.15 


) 7 - 7٠١ ( الخطوة 3: بهذه البيانات تصبح‎ 
wı+ R = 165+ (0.10)wı + (0.20)w2 + (0.70)ws 
ع ع[ يمر‎ 875+ (0.30)wı + (0.30)w2 + (0.40)w3 


wa + R = 1720 + (0.60)w, + (0.25)w» + (0.15w») 


بوضع 0 = بس والحل بالنسبة للمتغيرات الأخرى نجد أن ,449.645 = رس ,967.340 = ۸ 
3 = وس 


مامد 


الخطوة 4 : باستخدام هذه القم للمتغيرات .2لا ,:د مع البيانات فى الجدول ٠١‏ - 4 توجد الجدول ٠١ - ۲١‏ 
وتكون السياسة . 














165+ )0.10()0( + )0.20()449.645( + )0.70()1017.73( + 7 4+ 
375 + )0.30()0( + )0.30()449.645( + )0,40(01017.73( 916.99 
:620 + )0.60()0( + (645.وش0.25()4)‎ + )0.15()10[ 7.73)= 885.07 
700 + )0.85()0( + )0.15()449.645( + (OX1017.73)= 767.45 
705+ (1K0)+ )0()449.645(+ (0X1017.73) = 705.00 














375+ 2 )0()0( + )0.10()449.645( + )0.90()1017.73( 1335.92 
565 + )0.10()0( + )0.20()449.645( + (0.70(1017.73) = 1367.34 
875 + )0.30()0( + )0.30()449.645(.+ )0,40()1017.73( - 9 
1120 + )0.60()0( + )0.25()449.645( + (0.15X1017.73) = 1385.07 
1300 + )0:85()0( + )0.15()449.645( + {0X1017.73) = 1367,45 











645+ )0(0(+ (OK449.645}+  {1(1017.73) = 4662.73 
775+ (00) + (0.10)(449.645) + )0.90()1017.73( - 2 
1065 +-)0.10()0( + )0.20()449.645( + )0.70(01017.73( ع‎ 4 
1375 + )0.30()0( + )0.30()449.645( + )0,40()1017.73( 2 9 
1720 + )0.60()0( + (49.645ه)(0.25)‎ + )0.15( 1017.73) = 1985.07 







الخطوة 5 :2 ححيث أن هذه السياسة تماثل السياسة الحالية » فتكون السياسة الللى » بربخ سنوى متوقع معطى فى الخطوة 3 
دولار 8967.34 = 8 وبالتطابق » فإن هذه السياسة المثلى تمائل السياسة التى حصلنا عليها فى المسألة 
٦ - ٠‏ » حيث يكون الربخ المتوقع أكبر ما بمكن . وعموماً » فإن الأهداف اختلفة ينفج عنها سياسات مثل 


1١ - ٠۰‏ باستخدام بيانات المسألة ٠ ۷- ٠٠‏ حده ۷ للأسابيع م الأول .(...,1,2,3= «) تحت السياسة 
کا هو واضح ف المسألة ٠‏ - ۷ فإن المصفوفة الانتقالية للسياسة المعطاة 


0.5 05 
ENE [oa 0 


وتكون القوى المتالية فى «: هى 


ا 0 7 O55‏ 0.445] دم 55 0.45] م 
PF = [o 0.56 ^ | 0.444 0.56 0.4444 0.5556‏ 
ps [0.445 0.55555 ١‏ 


[0.55556 مممبه 0] 2 


~8 


والتى تقترب من 


- 4 - 


ويكون الربح المتوقع فى الأسبوع فى الحالة المستقرة 
0 - (4200(6) + (6000(6) - جر 


وإذا بدأت العملية بالحالة 1 » فإن ,[1,0] © ء بتبع ذلك من ( ١ - ٠۹‏ ) أن 


x= xp" = [1.0 2p] = Pf. 


عند 0,1,2 = و ... حيث نعرف 0 ع#الإؤم ,1 »9م . ويكون العائد المتوقع للأسبوع رقم (...,1,2,3 > م) 
هو Cd, xf" + CE, 2x "= 6000p" + 4200p‏ 


وحيث أن العائد المتوقع للأٌسابيع ١‏ الأولى , هو العائد المتوقع للأسابيع 1 - وم مضافاليه العائد المتوقع للأسبورع رقم م 
عند ,...,1,2.3= ۸ قتحصل على : 


(1) wn(1)= wn-ı(1) +6000p7 "° + 420037 


حيث #0 (#)رس ‏ . من )١(‏ نوجد الجدول .* - ١١‏ . وبين العمود الأحير من الجدول أن ۷ تقترب 
من 11114 . بدقة عددين عشرين » 1111.11 = رس لكل قم ۴ الأكير من 5 . 


٩۱ - ۲۰ جدول‎ 


0 






O | aR [w= | 
sooo Î 100 


6000 

































































0.5 6000 11 100 19 000 1300 
0,55 11 100 16110 15 000 1110 
0.555 16110 2111 20000 M1 
0.5555 21111 2011.1 25 000 IHL 
0.55555 2611.1 31111.11 |3000 HLH 
0.555555 31111.11 | 26111111 | 0 HHH 
0.5555555 361111111 111 HH. 


40000 


۰ - ۱ إشتق ( ۲۰ - ۴ ) 
دع [(4)يم] ته لتكون المصفوفة الانتقالية لعملية قرار ماركوف بأفق غير محدود » فى ظل السياسة [4) . والعائد 
المتوقع بدون خصم للعملية خلال فرات ٠١‏ إذا بدأت العملية بالحالة ¿ هو العائد المتوقع من الفترة 
الأولى ,(,4 ,)© مضافاً إليه العائد المتوقع من الفترات 1 - ,م الباقية : . 


0) ا‎ w.()= CG, d)+ Zara) 
بطرح‎ 
nR = R + $ (n~ DRA) 
نحصل على‎ )١( من‎ 


w()= nR = Ci d)+ YF p(w) R- JS (n - (8)يم1(8‎ 
j= i 


Yate 


N ٤ 
[w()- nR]+ R = Ci d)+ $ p(n (j) (r~ DR] أو‎ 
عر‎ 
: وحيث أن‎ w= w.)i(- ۸۸8 وحيث أن‎ 
wy = wa(j)~ NR = w,-ıj)~ (n — 1R 


إذا كانت ۴ كبيرة ( أنظر المسألة ٠١ - ٠٠‏ )ع فتكون (؟) مكافة ل ( ۲١ - ۲١‏ ) لكل قم (¥,...,1,2=) ا¡ 


بين أنه إذا كانت “۸ ,ارس ,... ,۷ ,٣س‏ هى حل الموذج ( ۰ - ٣‏ ) ویکون کذلك أیضاً 1 + 05 ,ا + وب 
رط + اا » لأى ثابت م 


1w? + k)+ R*]- |] © d)+ 3 pid? + k)]= [01+ k)+ R°1- [CG.4)+ 3 prd)w? + 3 


17-6 


=~ Yo 


N 
= [wî + R°]- [CG 2)+ 3 pû) 1] 
5 0ع‎ 
مساوية للصفر فى الخطوة 3 فى طريقة الست خطوات . وحقيقة أن .«* » ومن ثم‎ #١ اختيار 05 ع خم يحقق عل‎ 
ليس له معنى إقتصادى بالنسبة للهدف , كونة يكاقء تماماً عائد ثابت‎ ٠ « تحدد فقط الى حد ثابت يضاف‎  000( 
إضافى » دولار بالنسبة لمتخذ القرار قبل أن تبدأ العنملية . وهذا يمكن ألا يكون له أى تأثير على السياسة المثلى [ لاحظ أن‎ 
ليست متأثرة بإخلال ,[ + رس + رس أو أى تأثير على العائد الأمثل للفغرة فى الحالة المستقرة ( حيث‎ ) 4 - ٠١ ( الأمثلية فى‎ 
. ) توزع ا دولار على فترات لانمائية‎ 


مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


يعطى العائد م ( بالدولار ) الذى ينسلمه مزارع دواجن من كل دجاجة ترسل إلى السوق هو 


P=1- (Q9? 


حيث تمثل ]2 عمس الدخاجمة بالأسبوع . وتوسل الدواجن إلى السوق مرة واحدة فى نهاية كل الأأسبوع » وجل لها كتاكت 
مولودة حديثا من التفريخ . وليس هناك سوق للكتاكيت التى عمرها أقل من أسبوع واحد . بين أنه ليس من المريح ؛ أن يحتفظ 
المزارع بالدجاج لأكثر من خمسة أسابيع ‏ ثم حشد أخنسن عمر لتسويقه , إذا كان هدف المزارع هو تعظم الربح الكلى مع 
الخصم جمدل فائدة فعلى 9 ف المبة كل سنة . 


تحده إحدى المؤسسات الكبرى 2 وحدة من التقود كلى ضنة تمويل أعمال الخير » توزع بواسطة مدير المؤّسمنة فى صورة معونات 
( بالوخدة ) على المنظمات . وحيث أن المعوناث الكبيرة تحقق أعمال خير أكثر للمؤسسة من الممونات الصغيرة فإن رئيس 
المؤسبيية لا يناج إلى توزيع المعونات سنوياً » بل ينظ بالوحدات النقدية لسنة واحدة أو أكثر لتجميع الأموال اللازمة 
للمعونابت الكبيرة . ومع ذلك لا تسمح سياسة المؤسسة أن تزيد ميزانية أعمال الخير عن خمس وحدات نقدية » حيث إنه عند . 
هذا المستوى فإن هذه الأموال تمناج إلى مصروقات أتعرى من داخخل قطاعات المؤسسة . حدد سياسة الممونات التى تعظم قيمة 
أعمال الخير مع المخصم بمعدل فائدة كف الة سنوياً » إذا كان العائد من كل معونة كالتالى . 


- ۳۹ - 
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تتكلق إحدى الماكينات 7000 دولار وهى جديدة » وطبقاً لسياسة الشركة فلا يحتفظ بها لأكثر من سنتين . فى بداية كل سنة 
يجب أن يتخذ قرار ما إذا كان « الاحتفاظ » با ماكينة الحالية ( إذا لم تكن قديمة جداً ) أو « شراء » © ماكينة أخرى » أو 
تأجير »:ماكينة جديدة .. ويكون التأجير لمدة سنتين » ومع ذلك يمكن إنهاؤه بعد سنة واحدة بدفع 700 دولار غرامة » وتعتمد 
مصروفات التشغيل » وتن إعادة البيع » ومصروفات التأجير للماكينة على عمرها » م فى الجدول ۲۰ - ٠١‏ 


جدول ۲۰ - ۱۲ 









مصررفات التشفيل 


اس | س 
SESE‏ 


الماكينات المؤجرة ليس ا من إعادة بيع حيث أن شركة التأجير تمتلكها . حدد سياسة إحلال للماكينات التى تجعل التكلفة 
الكلية مع الخصم أقل ما يمكن بأفق غير مخدود , بمعدل فائدة 7.5 فى الحة سنوياً . 






إثبت أن الفوذج ( ١ - ٠٠١‏ ) هو فقط الذى يحبد (/003)/ا2, .. . ,(1(,5]/)2)/ا2 


حدد (839/0 لكل حالة ¡ من العملية الغير محدودة الموضحة ف المبألة ٠٠‏ - 5 فى ظل السياسة 





طبق محاولة. وانخدة من الطريقة اذات الخمس خطوات على المسألة ٠ - ٠١‏ باستخدام السياسة الأولية المعظاة فى المسألة ٠؟‏ - 
7 . أما هى” السئياسة المعئلة النائجة ؟ ا 


تقدر إحدئ ماكيتاث زجاجات اللبن البلاستيك ف نهاية كل وردية بأنها كانت فى ظروف تشغيل جيدة ( الحالة 1 ) » فى ظروف 
تشغيل مقبولة ( الحالة 2 ) » فى ظروف تشغيل رديئة ( الخالة 3 ) » وتحسب الأجرة بناءُ على نسبة الزجاجات الغير مستعملة: 
التى صنعت أثناء الؤردية . يمكن إعادة ضبط الماكيئة بين الورديات بتكلفة 50 دولار »> حيث تبدأ الوردية التالية بالحالة 1 . 
واحتال أن نظل الماكينة على الحالة 4 من بداية الوردية حتى تهايتها تعطى بالجدول الثالى : 


Er: 
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وإذا لم تبق الماكينة فى حالة محددة , فإنها تسوء إلى الحالة التالية . والتكلفة المتوقعة للزجاجات الغير مستعملة للوردية الكاملة 
تكون دالة فى حالة الماكينة فى بداية المرحلة . 





حدد سياسنة مثلى لضبط الماكينة تجغل تكلفة الضبط المتوقعة أقل مايمكن بأفق غير محدود , علماً بأنت 0.95 - بم 


يطلب أحد محلاث قطع غيار السيارات شكمانات سيارات كل أسبوع ويتسلمها مساء كلل يوم سبت للبيع فى الأسبوع التالى . 
وعند طلب الشكمانات تكون تكلفة النقل 30 دولاراً . بصرف النظر عن العدد ؛ وإذا لم تطلب شكمانات فإنه لا تكون هناك 
تكلفة تسلم . وتحدد المساحة المتاحة للاقة انحل بتخزين أربعة شكمانات فقط . وتقدر تكلفة التخزرين لكل شكمان ل يُبّع ب 9 
دولارات فى الأسبوع > والاحتياج من الشكمانات عشوائياً بالتوزيع الاحتالى التالى 


الاحتياج الامبوعى 





ويخسر المخرن 23 دولار إذا طلب أحد العملاء شكماناً ولم يكن موجوداً فى خرن E SER RLS.‏ 
التكلفة المتوقعة مع المخصم أقل ما يمكن بالأفق الغير يدود , إذا كانت 0.98 - م 


طبق محاولة واحدة لطريقة الست خطوات لتعظم العائد المتوقع فى السنة للعملية المغطاة با مسألة ١ - ٠١‏ باستخدام السياسة 
الأولية المعطاة فى المسألة ٠؟‏ - 17 . ما هى السياسة المعدلة ؟ 


حل المسألة ٠١ - ٠١‏ إذا كان الحدف هو تصغير التكلفة الأسبوعية المتوقعة إلى أقل ما يمكن . 


ينشر تقيم أحد برا التليفزيون أسبوعياً ويستخدم هذا التقيم فى وضع رسوم الاعلانات للأسبوع التالى طبقاً للجدول التالى : 


رسوم الاعلان بالوخدة ٠‏ 





رأى برناج بم بأقل من 15 نقطة يحذف من شبكة البراج ويستبدل ببرنج جديد » حيث يتوقع أن تحقق مبدئياً 17 نقطة .و 
يحقق أى برناج أكثر من 19 نقطة . وف كل أسبوع قد لا تفعل الادارة أى شىء للبرناج ( بدون تكلفة ) أو تعطية درجة إضافية 
( بتكلفة 0.7 نقطة ) . ويعطى جدول ١4 - ٠٠و ١١ - ٠١‏ التوزيع الاحتالمى لرسوم الأسابيع التالية المناظر للنقطتين على 
التوالى . 


- TIF 







احتال ابقاء اه الرسوم 
احيال فقد نقطة 


احهال فقد نقطتين 


احتال كسب نقطة 


احهال ابقاء الرسوم 


3 | احهال فقد نقطة 





حدد سياسة اتخاد قرار للإدارة نعظم العائد المتوفع لكل أسبوع من عروض التليفزيون التى تقدمها 
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الفصل الواحد والعشرون 


عمليات اليلاد والموت لاركوف 
Markovian Birth-Death Processes‏ 


POPULATION GROWTH PROCESSES  عمتجا عمليات فر‎ 


« الجتمع » هو مجموعة من المواد أو الأجسام ها خاصية مشتركة . ومن أمثلة ذلك الأفراد المتأثرين بحدث معين » والعربات المنعظرة أمام 
المحلاث الكبيرة , والخزونات ف متجر كبير . ويتعلق عدد كبير من عمليات القرارات بالتحليل والتحكم فى ثمو المجتمع . 


يعرف' عد الأعضاء فى مجتمع معين فى الوقت 4 »ب (2002 ٠‏ وحالات » عملية اتهو هى القم الختافة التى تأخذها (4) 20 ؛ ودائماً 
ما تكون قيماً لاسلبية صحيحة . واحقال أن (۲) ۸ تساوى عددأ صحيحاً لاسلبى # هو .(2:)4 . 


ويحدث ١‏ الميلاد ٠‏ عندما ينضم عضو جديد للمجتمع ؛ ويحدث ٠‏ الموت ٠‏ عندما يترك أحد الأعضاء المجدسع . « وعملية اليلاد المطلقة » 
هى العملية التى تتعامل مع الميلاد فقط وبدون موت ؛ «١‏ وعملية الموت المطلقة ٠‏ هى العملية التى تتعامل مع الموت فقط يدون ميلاد . 


مثال 9؟ - ١‏ تعلن إحدى الكليات عن وظيفة ما بالكلية بموعد محدد لقفل باب تسلم طليات الوظيفة المعلتة » وإذا لم يكن هناك أى اجراءات 
حتى انتباء موعد قبول الطلبات » ولا تسحب الطلبات المقدمة من المتقدمين » فإن عملية استلام الطليات تكون عمليات ميلاد مطلقة حتى 
تاريخ قفل باب التقديم . وإذا لم تقبل أى طلبات بعد قفل باب التقديم , فإن عملية تخفيض العدد المتقدم بعد التقيم والحذف هى عملية موت 
مطلقة » وإذا تمت إجراءات على الطلبات المقدمة فى نفس فترة التقديم » فإن العملية تكون عملية ميلاد ومودثك . وفى جميع الحالات يكون 
الجعم هو مجموعة الطلبات. تحت الاعتبار . 


تعريف : الدالة (#)كر هى (/0048© وتقرأ © الصغيرة من 4۴ إذا كانت 


. (41)م‎ 
0 Ar 0 


وتؤول هذه الدالة إلى الصفر بمعدل أسرع من القوة الأولى ها . إذا كانت (0تمر » ()8 كل منهما (0)41 فتكون كذلك 
fDE(‏ 3 )ع +(ر 


مئال 9١‏ - ؟ الدالة *4 700 هى (/0)48 2 حيث إن 


DP 5‏ : 
0= 4 ر = عه 


At‏ ممنة 


ولکن 5)40 اء لان )4 sh‏ 


arm At 
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ا 3 فى GENERALIZED MARKOVIAN‏ 
عمليات الميلاد والموت العامة لماركوف و ا ا 


ا عملية ماركوف ( انظر الفصل ١8‏ ) إذا كانت الاحتالات الانتقالية للاتتقال من حالة إلى أخرى تعتمد على. 
الحالة الحالية فقط » وليس على أى خبرة سابقة للعملية أدت إلى الوصول إلى هذه الحالة الحالية . وأكثر تحديداً .. فإن عمليات الميلاد والموت 


العامة لماركوف تحقق الثالى : 


التؤزيعات الاجتالية التى تحككم عدد الميلاد والموت فى فترة زمنية معينة تعدمد على طول هذه الفترة » وليس على نقطة بدايتها . 

احتال ميلاد واحد بالضبط فى فترة زمنية محددة طوا 24 بمعرفة مجتمع له عدد أعضاء # فى بداية الفترة 

هر (42)م + A,At‏ »حيث إن م يكو ثابتاً » وربما يختلف باختلاف قم *. ” 

واحتال موت واحد بالضبط فى فترة زمنية مخددة طوها 1ك بمعرفة مجتمع له عدد أعضاء ۸٭ فى بداية الفترة هو 
(/0)ه + ؤم » حيث إن «ثر یکوت ابا » ربا يختلف باختلاف قم ۵ . 

واحقال أكثر من ميلاد وأكثر من موب ف فترة زمنية طولها يك هو فى كلنا الحالتين (0)47 . 

وهذه الخاضية تتضمن ‏ في فى النباية عندما تقترب 4خ هن الصفر , معادلات كولموجوروف لاحتالات الحالات : 


3 20 (A, + An)pa(t) + مط جوم‎ )4( + An-1Pn-1() (M=1l2,.. .) 


dm 


= ~Aopo() + wp1() 


CISA 
(I7! ( انظر المسألة‎ 
LINEAR MARKOVIAN BIRTH PROCESSES  فوكرامل عمليات اليلاد الخطية‎ 


عملية الميلاد الخطية لار كوف هى عملية ميلاد مطلفه لا ركوف يكون فيها احتال الميلاد فى فترة زمنية صغيرة متناسباً مع عدد أعضاء امجتمع 
الحاليين ومع طول الفترة الزمنية . بمعنى ء لكلل 7 . 0 = ٠ A.‏ لمم ع ولم يكون ثابت النسبة والتناسيب ۾ هو معدل الميلاد 
« أو ٠‏ معدل الوصول » ويكون حل ( ١ - ۲١‏ ) للمجتمع الأولى ذا عضو واحد هو 


(n =1,2,..)‏ انفسى اريدم -1) 
{f (=0)‏ -0مم 


ويكون الحجم المتوقع للمجممع عند الزمن 1 هر ع = [() ]ع ٠‏ . وإذا بدأ امججمع بعد أعضاء (20)0 » فيكون حجمه المتوقع 


عند الزن ٤‏ هو 


(FYI) E[N(] = N(0)e™ 


) ١ - ۲١ انظر المسألة‎ ( 


“FT ° 


LINEAR MARKOVIAN DEATH PROCESSES  فركرامل عمليات الموت الخطية‎ 


عملية الموت المنطية لماركوف هى عملية موت مطلقة لماركوف يكون فيها احّال الموت فى فترة زمنية صغيرة متناسباً مع عدد أعضاء الجتمع 
الحاليين » ومع طول الفترة الزمنية » معنى لكل ٨‏ » 0 ممع هبه > ممم يكون ثابت النسبة والتناسب م هو معدل الموت . ويكون 
حل ( )١ - 5١‏ للمجتمع الأولى ذا (2/)0 هو 
352 0 
مجعم عمسم وس (0”) | رمم قسن 
((2)0 < م] 0 


ويكون الحجم التوقع للمججمع عند امن ۲ هو 
E[N()]= N(O)e™‏ (١51-ه)‏ 


ر( انطر المسألة ٣ - ۲١‏ ) 
عمليات اليلاد والموت اط )ر LINEAR MARKOVIAN BIRTH-DEAT1 PROCESSES J5‏ 


عملية اليلاد والموت الخطية لماركوف هى عملية میلاد وموت لا رکوف یکون فبا لكل HL An =A cn‏ عد مر . ويكون حل 
١ - ۲١ (‏ ) مجتمع مبدثى له عضو واحد هو 


0 Oê 53 rO sS" (n =1,2,..) 
(0) (n = 0) 
حيث إن‎ 
A A م‎ 


ويكون حجم لمجتمع المتوقع فى الزمن ۲ هو «س-مام ‏ [() ]5 وإذا بدأ الجتمع بعدد أعضاء'(0) ۸ » فإن حجمه المتوقع عند الزمن 
1 هو 
حسمو ر0) بز - [() انق دم 


ر انظر المسألة ١ - ۲١‏ ) 


من الواضح أن عملية الميلاد والموت الخطية تتضمن عملية الميلاد الخطية وعملية الموت الخطية فى الحالات اللخاصة 0=“ A۸=0‏ 
GS OE I‏ سد ,)بوط ف الملدسطة افيه ر ابطر مليالة الات 5 و0 


ملاحظة : أى عملية ميلاد وموت خطية لا ركوف ها البارامترات ۸ > م ومجتمع مبدثى (28)00 » تكاقء مجموع عمليات تحدث 
فى نفس الوقت . ولكتها مستقلة عددها (0) لكل منها بارامترات ۸ > لم ومجتمع ميدق له عدد 1. 


ولتم 


مال ١؟‏ - " أوجد احتالات الحالات (29'07 لعملية الميلاد والوت الخظية لماركوف ء مبتدثا بمجتمع 2 . 
لكل من العمليتين الفرعيتين المستقلتين الاحتالات الانتقالية المعطاة فى ( 7١‏ - ۲ ) . وتكون العملية بالكامل.فى الحالة 8 إذا كانت 
العملية الفرعية فى الحالة :0 ٠‏ والعملية الفرعية الثانية فى الجالة # ٠‏ أو إذا كانت الأولى فى الحالة 1 » والثائية فى الحالة 1-م » 
أو ... لذلك فإن 
(ATI) PD = pol Dpn(D + pift)pn-s(t)+ °° °+ p.(po(t)‏ 


باستخدام ( ۲۱ - ۲ ) فی ( ٨۱١‏ - ۸) نجد أن 


_ f -I1-eYe™' (n =23,...) 
مهم‎ {f (=0, 1) 


POISSON BIRTH PROCESSES عمليات اليلاد لبواسون‎ 


عملية الميلاد لبواسون هى عملية ميلاد مطلقة لماركوف يككون فيها احجقال الميلاد فى أى فثرة زمنية صغيرة مستقل عن حجم المجتمع . بمعنى » 
لكل قم 8 ء ‏ > هم ٠‏ 0= بم .وف هذه العباية نجذ أن الأعضاء الجدد للمجتمع لا يتواجدون بواسطة الأعضاء الحاليين ؛ 
وفضلاً عن ذلك .. فإيم يدخخلون إلى المجتمع من الخارج . ا فعل المتقدمون بطلبات ف المثال ١-7١‏ . ويمكن للأعضاء الجدد دخول الجتمع 
حتى عندما تكون الحالة الحالية 0 ٠‏ وهذا هو اختلاف ملخوظ عن حالة الميلاد الخطية لماركوف . 
حل ( ۲۱ - ١‏ ) للمجتمع المبدى 0 هو 

(n =0,1,2,...)‏ سى “لقف - ويم (A~T)‏ 


وإذا بدأ امجسمع بأعضاء (4/)0 , فإن حل ( ١ - 5١‏ ) يكون 


OD TOG 
ENS p=) IFO =O) 
0 [n < N(O)] 


ويككون حنجم امججمع المتوقع عند الزمن ؛ هو 
(M~ TY) E[N(D] = N(O)+ At‏ 
( انظر المسألة 5١‏ -؟) 
تعريف :2 يكون للمتغير العشوائى المتفصل 27 توزيع بواسون » بباراميتر 0 < بم . إذا كان 
(Y~) ۰ P(N =n)= e“ (n= 0,1,2,..)‏ 


وتكون القيمة المتوقعة ل N‏ هي 8)N(=»‏ 
FIRS‏ 


تعريف :20 يكون للمتغير العشوائى المخصل “2 توزيع أمى بباراميتر 80 إذا كان 
P(Ts0=1-e* (=0)‏ ودع 
القيمة المتوقعة ل 7 هى 1/9 -(2)1 


يمكن تلخيص ( ٠١ - ۲۱ (۰) ٩4-۱‏ ) بالقول أنه فى عملية الميلاد ذات التوزيع بواسون بمعدل ميلاد .4 N(O~ N(O) iji.‏ 
يكون ها توزيع بواسون بباراميتر 214 » وبالاضافة إلى ذلك .. فإنه فى هذه العملية يكون ؛ الزمن بين الوصول ٠‏ وهو الزمن بين كل ميلادين 
متتاليين » يكون له توزيع أس بقيمة متوقعة 1/۸٠‏ ( انظر المسألة *١‏ - ۸ ) وبالعكس : 


النظرية ١ - ١١‏ : إذا كان الزمن بين الوصول له توزيع أسى بقيمة متوقعة 1/8 » فإن عدد مرات الوصول تكون عملية ميلاد ذات توزيع 
بواسون بمعدل ميلاد 8 = ۸ 
عمليات الموت لبواسوة POISSON DEATH PROCESSES‏ 


عملية اموت لبواسون هى عملية موت مطلقة لماركوف يكون فيها احتال الموت فى فترة زمنية صغيرة » مستقلاً عن حجم الجتمع » بمعنى » 
لكل قم #۸ ٠‏ 40 > = مس . ويكون حل )١ -5١(‏ للمجتمع المدنى N)0(‏ هو: 


((8)0 < م] 0 
م -()0) 
((8)0 ك م ك 1] ريه = (I~) p(t)‏ 
N)‏ 
P.() (n =0)‏ 2 +1 


انظر المسألة( ۲١‏ - 4 ) 


POISSON 8IRTH-DEATH FR0CESSES  نوساربل عمليات الميلاد والموت‎ 


عملية الميلاد والموت لبواسون هى عملية ميلاد وموت لا ركوف » یکون فیا احټال كلا من اليلاد والموت فى أى فترة زمنية قصيرة مستقلا 
عن حجم المجتمع » بمعنى » لكل قم 2 ‘< Hn SE <¢ A, =A‏ . وتكون هذه العمليات أساس نظرية الصفوف التى ستشرح 
فى الفصل ۲۳ . : 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 
١ - 9‏ بدأت عملية ميلاد حطية لا ركوف عبد أحد الأعضاء الذى لاق متوسط معدل ميلاد كل ساعة 2= ۸ . حدد احقال أن 
يكون المجتمع أكبر من 3 بعد ساعة واحدة » وحجم الجعمع عند ذلك الوقت . 
عند 2= ملاد جديد للعضو فى الساعة وعند ساعة 1م )»فإ ( ۲۱ - ۲ ) تمطى 


po1) = 0 ع (1)يق‎ )1 e Ye”? = 0.17 
pı(l)= (1~ ee”? = 0.135 Px(1)= (1~ ee” = 0.101 


~ F4 ~— 


و9-١‎ 


م1١‎ 


لذلك احعال أن يكون هناك أكثر من ثلاثة أعضاء بامجتمع هو 
0.647 =)0.101+ 0.117 + 0.135 +0( ~1 
ويُعطَى حجم الجتمع المتوقع عند هذا الزمن ب ( ۲۱ - ۳ ) ۴ لى 
عضواً E[N()] = 1e" = 7.389 ٠‏ 
حل المسألة ١ - ۲١‏ إذا كانت 5 بواسون ‏ 
عند N)0(=1‏ ع ساعة 1م ٠‏ 2= ميلاداف الساعة. )٠١ -7١(‏ تعطى 
ار 
po(1) = 0 ,( = e? = 021‏ 
p)= e2=0.135 p= e = 271‏ 
لذلك يكون احتال أن يكون هناك أكثر من ثلاثة أعضاء بالججمع هو 
23 - (0.271 +0271 +1-0+0.135 
الحجم المتوقع عند هذا الزمن مُعطى بالمعادلة ( ١١ - 5١‏ ) ؟ بلى 


عضوا 3-()1+2-[(000] 


بدأت عماية موت خطية لا ركوف عند عدد 10 أعضاء معدل موت أسب 6= مم . حدد احتال أن يكون فى ام 
و موت اسبوعی 

ثمانية أعضاء. على الأقل بعد ثلاثة أيام » وكذلك حجم الجعمع المتوقع عند هذا الزمن . 

عند .10-(2000 ءأسبوع (7/)=: ء 0.6 > م موت للعضو ف الأسبوع , فإن ( 17١‏ - 4 ) تُعطى 


0.296 ع 0,7733(2 -0.1278()1) 5 د #سمترد مههسي - ممعسم و (10) (3/7)م 


2:)3/7( ح‎ (e sama — g0 0077°-° = 100.09881 ~~ 0.77337 = 0.224 


pPı0(3/7)= (j0) aaa _ g07 = 1 )0.07641 ¬ 0.77337 = 0.076‏ 
لذلك يكون احتال أن يكون بالجبمع ثمانية أعضاء أو أكثر هو 
0.56 = 0:076 + 0.224 + 0.296 
والحجم المتوقع للمجممع عند هذا الوقت يُعطى بالمعادلة ( 1١‏ - اه ) م يلى : 


EING/)] = 1007090 = 7.73 عضأ‎ 


4 
© - 5 
5-5 


حر المسألة ۲۱ - ۲ إذا كانت العملية هى عملية موت لبواسون . 
عند 10 -(8)0 ء أسبوع 0/7 2ه > 06= م موت کل أُسبوع فإن ( ۲۱ - ۱٤‏ ) تعطى 


g7 0907 = 0.7733‏ 10 - (3/7)مدم 


ee g00 — 0.1988‏ > (3/7) وم 


pa) = [EAE „-esan = oo256 


احتال أن يكون بالمجتمع نانية أعضاء أو أكثر بعد ثلاثة أيام هو 
0.9977 = 0.7733 + 0.1988 + 0.0256 


لحساب القيمة المتوقعة ل 2003/77 . تكون الاحتالات الباقية للحالات عند 3/7=: مطلوبة . تعطى المعادلة 
٠٤ - ۲١ (‏ ) هذه الاحتالات لأربعة أرقام عشرية 


p(3/7)= 0.0022. p43/7)= 0.0001 (83/7)مم > (3/7)وم‎ >٠٠ ١ -(7/ة)وم ع‎ 0 
لذلك‎ 
E[NG/7)] = 10(0.7733) + 9(0.1988) + 8(0.0256) + 7(0.0022) + 6(0.0001) + 5(0) + ٠ ٠ ١ + 0)00( 


عضوا 9.74 = 


يلاحظ أحد البيولوجيين نمو البكتريا فى مزرعة » ووجد أن كلا من احال اليلاد واحتال الموت للبكتريا تتناسب مع عدد 
البكتريا فى المررعة والوقت المستغرق . وف المتوسط » كل .بكتريا تنتج بكتريا جديدة كل سيع ساعات » وتموت كل 30 ساعة . 
کم بكتريا تتوقع أن توجد ف المررعة بعد أسبوع » إذا بدأ اجتمع ( المزرعة ) ببكتريا واحدة ؟ 


باعتبار اليوم الواحد هو وحدة الزمن » نجد أن 1 > (20)0 
ميلاد للعضو ف اليوم 04-29 24 1 
> موت للعضو فى اليوم 08 - (04 = 
ينتج من ( ١‏ - 7 ) أن اللحجم المتوقع للمسجتمع بعد 7 آيام هو 
بكتريا 164 953 97 = 1022714-090 = E[N(7)]‏ 
اتج معادلات کولوجوروف ( .)١- 15١‏ 


يتوقف حجم المجتمع عند الزمن ‏ (/8 +8006 ,ى + بالحجم عند الزمن ۲ » ۸)0 مما مع أى تغير 
زملاه أو / وموت ) يحدث ف الفترة ‏ [مه+ءي . لذلك عند 1< »م 


n‏ ع ()247 ع زم عه (زخ + )) تضاح 


Es 


ويكون هناك 0 ميلاد » 0 موت فى الفترة ([/ه +4) 


P{N(= n +‏ 
ويكون هناك 1 ميلاد » 1 موت ف الفترة ([8 +64 
P{N()= n —1 +‏ 
ويكون هناك 1 ميلاد » 0 موت ف الفترة آنه + 
P{IN(O=n+1 4‏ 
ويكون هناك 0 ميلاد » 1 موت فى الفترة {t+ Af]‏ 
+ 
تكوين من أحداث تتضمن أكثر من 1 ميلاد أو أكثر من |ظر موت ف الفترة ‏ ([44 +4,4) 
أو p(t+AN)= a+b+c+d+e‏ 200 


باستخدام. الاحجالات المشروطة 2 انظر المسألة ¥\~ (o‏ نحصل عل 0 میلاد » 0 موت a = P{N()= n} x P{‏ ف 
الفترة ‏ (م-(4/4[27 


بالافتراضات الأماسية » فإن احتال ميلاد صفر فى فترة زمنية 4٤‏ هو » لأقرب 1 ,(/0)4 » ناقص احتال ميلاد واحد 
بالضبط ؟ بعرفة الخالة # عند بداية الفترة » وهذا الاحتال الأخير يساوي (/0)4:+484 ,لم ١‏ لذللك فإنٍ احهال صفر 
ميلاد هو 

A, At + 0(4)‏ ~1 
وتحت نفس الظروف يكون احتال صفر موت هو 

)م + ın At‏ 1 
وأكار من ذلك يحدث اليلاد مسقا عن الموت . لذلك 


a = p()x [1 A, A1 F o(A}{1~ gn A1 + هاه‎ 
* pı(D [1~ (A, + un JAt] + o(AD 


' وبالتفسير بنفس الطريقة 
b * o(A1)‏ 
e * pn-ı() A,-141)+ 0(4)‏ 
)0(4 + (تشممم) (اأجبيم ع 4 
e = o(AD)‏ 
ويصبح )١(‏ 
(40)ه + نش [(4) مسقم مض +(4) :مط سمط + (4) مص( مك + M~ P(E +AD= pa( D+ [An‏ 


وبعكس 2.07 للطرف الأيسر فى (۲) وبالقسمة على ۵٤‏ » وبوضع ٠+0‏ نجصل على معادلات كولوجوروف عند 


تحتاج الجالة 0 اعارا منفصلاً > حيث إنه ليس هناك مودته مكن عند الحالة صقر . وبتنفيذ التحليل کا فى أعلى 
نحصل على معادلة كورموجوروف الباقية . 


(أ) اشتق ( ۲۱ - ٩‏ ) » ( ب ) وعممها إلى حالة تمع ابتدانی اختیاری 
(أ) عند بیص ١‏ بيع - مهم اء تصبح معادلات. كوموجوروف ( ۲۱ - ۱) 


لاعت 


0 = ~n(A + Jp. ()+ (n + pn) + (r = DAPn-1() 
pw 1, 2 eis عند‎ 
ED = ووم‎ 


وإحدى الطرق لحل هذه المعادلات تكون باستبدالها بمعادلة تفاضلية جرئية واحدة لدالة إيجاد الاحتال 


"مم 2 سر جم 


22 


لقف 


22 


وتكون الطريقة كايل . اضرب )١(‏ فى *2 » واجمع لكل قم م حيث إن 08-3.2,...2 ع أضف النتيجة إلى 


(؟) حيث تعطى » بعد الترتيب 


3 EO, عر + 4(2) ممم 3 زمر + )- دمع‎ 2 (n + Dp )2" +A 2 (n~ Dpn-s()2° 


nob 


)۴( وبتفاضل‎ 
2 npn()z* = z a. 
Ze + pesa = 
3 e-1 = للشلة م‎ 
)1( حيك تصبخ‎ 


EG. o +) + + E2 
وبحل هذه المعادلة التفاضلية: الجزئية بفصل المتغيرات : نجد أن أحد الحلول عو‎ 


: 70 لمم هاة 10 م جا 
هامر عه 8 حيث إن 3 ع 3 
ويكون الخل العام ل (0) هو 


Fu, = se بح‎ nt 


(6) 


() 


2 


حيث إن 8 هي دالة اختهارية فى متغير واحد . لإيجاد 8 . نلاحظ أنه للمجعمع الابتداقى ذى العضو الواحد 


1 0ه 2 0 (0)مم حيث إن (1 #) ١‏ لذلك 


F(,0)= aor" 2‏ 
بتطبيق هذا الغرط على (5) صل على 


E7] 


STE 


0 


2ن 


بوضع 
نحصل عكسيا على 
حیث تکتب (۸) كالتالى : 


وتصيح (1) 


:ويمكن أن تبسط إلى 


2 - 1110 -( 





8 
وس 
اء 
=4 
ليك نمع 
VO“ A=‏ 


F(z, 0= و‎ 


ET 





وأیراً بجحب أن نمد 2,7)م 


(- یں 
جه رمم 


لذلك 


وبالنظر إلى المنتالية الهندسية 


إلى قوى 2 », ونحصل على (200 كمعاملات ‏ “2 
ا لمر جو 
0 می د 
ب () ع +20 
[وجتسر]امس +وى - للسمتل:  re,‏ 
(xl<D‏ م يلم 


تعطی (۱۲) 


F(z, = r(t)+ 5 {r(Os(O)+ m(ONs(D" 7z” 
ويمكن بسهولة التحقق جبرياً من أن‎ 


لذلك 


net 


r()s()+ m() = [1~ r(O}{1~ s(] 


F(z, 0= r()+ 0 {1 rO} s(OJls(OF 3z” 


وتعطى المعاملات فى )١۴(‏ المعادلة ( )١ - ۲١‏ 


(ب) يمكن التحقق من أن أى قوى لحل (0) هو فى حد ذاته 


حييث تعطى (2,4) - يواسطة )١١(‏ » أو (17) + وتكون حلا ؟ ويحقق هذا الحل الشرط الميدقٌ 


حل » وعلى الأخص 


%z, £) = [FE, (1*© 


%(z, 0) = [F(z, OF" = z 


FE — 


. ضع 


@) 


0) 


(0) 


0 


O) 


NYY 


4-۹ 


[ انظر (۷) ] . لذلك (,2) تكون دالة إبجاد احتالات الحالات للمجتمع المئشاً عند N)0(‏ عضو . وتتضمن 
حقيقة أن 4 تساوى ۳ع أن التغير العشوائى المناظر ل © [ أى الجتمع ذا حجم مبدنى (2000 ] هو المعير عنه 
کمجموع (8000 متغير عشوانى مستقل , يناظر كل منهم جز [ بمعنى أن (0) تمع بحجم میدئی 1 ] . وهذه هى 
خاصية الإضافة الملاحظة سابقاً فى هذا الفصل . 


بين أن الزمن بين الوصول فى عماية الميلاد لبواسون بمعدل ميلاد ۸ هى ذات توزيع أسى بباراميتر .۸ 


أرمز إلى زمن أؤل ميلاد بالرمز 2 ع كمتغير عشوافى » » يظل امجتمع بالحجم المبدق (۸)0 عند الرمن + إذا كانت 
فقط <۲ . لذلك من )١١- 5١١‏ 


P(T s10=1-P(T >0=1- P[IN() = NO)] 
=1- pro(t)= 1-e ™ 


معني » "7 يكون لا التوزيع الأمى بباراميتر .4 . والآن فإن التوزيع الاحتالى الذى يحدد الميلاد فى أى فترة زمنية ة يكون 
مستقلا عن نقطة البداية للفترة ( وهو الفرض الأولى لعملية الميلاذ والموت العامة لماركوف ) ٠‏ ويكون أيضاً مستقلا عن حالة 
العملية ( افتراض بواسون الأسامى ) . وبالتالى » تقيس 7 الزمن من الآن وحتى ايلاد التالى » وعلى الأخص إذا كان الآن هو 
هذا الميلاد » فإن 7 تقيس زمن بين الوصول . 


تبدأ عملية ميلاد خطية لماركوف ذات معدل ميلاد .1 بمجتمع 1 > (27)0 

(أ) أوجد الزمن التوقع حتى يساوى حجم امجتمع .(.. n (m=2,3,.‏ 

(ب) هل الزمن الحسوب فى (أ) هو تفمه الزمن الذى عنده يصبح حجم الجتمع مساو ل 56 ؟ 

(أ) يصل يصل المجتمع إلى ” أولاً فى الفترة الزمنية المتناهية فى الصغر [44 +1 ) فقط إذا كانت الحالة ‏ 1 -م عند الزمن 
# [ باحټال ():-.م ] ١‏ ويوجد ميلاد واحد بالضبط فى [يك +2 م) باحقال[(/2)ن +4 5-1(2) ]. لذلك 
فإن القيمة المتوقعة المطلوبة تكون 


1-1 
11ج ممم 


ر تتأثر الحسابات بسهولة بضرب معادلة كولوجوروف فى 4ليو فى. 4 » وبالتكامل جزئيًا» باستخدام ( 8١‏ - 
) بالتعويض ‏ “1-6-8 عاج لتتحديد قيمة العدد الصحيح ل (28 وحل معادلة الفروق الناتخة ) . وهذه النتيجة ها 
دلالة بسيطة » وهى : أن الزمن المتوقع للميلاد الأول هو 4۸ ء والآن فإن حجم الجتمع هو 2 , بمعدل ميلاد فعال 
»ء لذلك .. فإن الزمن الإضاق التوقع للميلاد التالى هو 1/24 ء وهكذا. 


(ب) طبقاً د ( ۲۱ - 3 ) . فإن الزمن الحسوب فى (أ) يساوى الحجم المتوقع للمجتمع : عندما تكون 


هع 2 سے e‏ 
٤ nr‏ أو e“=n‏ 
وهو ليس نفس الزمن ستوقع فى (أ) عند « كبيرة 
e‏ 
+2 ماع 2 
al‏ 1 
حيث إن 0.5772157۰00 = ر تكون ثابت أويلر . لذلك .. فإن النسبة المثوية للفرق بين الزمنيين تصبح صغيرة 


جدا . 


Fg 


١٠١-15 
Na YY 
= 
Te 
EYE 
N= ¥ 
١5-5 
Ye 
18-5 
١4-1 
+ 
~4 
TTY 
fF ~4 
8 
Yê ~— ¥4 
f~ FF 


مسائل مكملة 
Supplementary Probiems‏ 


تبداً عملية ميلاد حطية لا ركوف عند عضو واحد » وبمعدل ميلاد يومى 0,3 لم2 . حدد احتال وجود مجتمع أكثر من 
خمسة أعضاء بعد أسبوع واحد . وماهو حجم الجتمع غند هذا الزمن ؟ وماهو حجم المجتمع المتوقع بعد أسبوع واخد إذا بدأ 
اجتمع بعدد 0 أعضاء . 


جل المسألة ٠١ - 8١‏ إذا كانت 220.6 

حل المسألة ٠١ - ۲١‏ إذا كانت العملية عملية ميلاد لبواسون . 

تبدأ عملية ميلاد خطية لماركوف ب 15 عضواً . وبمعدل ميلاد كل ساعة ۸1 . ما هو الحجم المتوقع للمجتمع 

بعد 3 ساعات ؟ 

تقدر [حدى شركات السيارات أنه فى مدى 40000 إلى 300000 سيارة ‏ فإن الببع يتبع عملية ميلاد خحطية لا ركوف . وإذا كان 

فى المتوسط كل 50 سيارة جديدة على الطريق يوجد مشترٍ جديد كل يوم » فككم سيارة 5 تتوقع أن تبيعها الشركة فى مدة 60 يوماً 

بعد أن تبيع السيارة رقم 40000 ؟ 

توضع دعاية فى الصحف لأحد المتاجر . وبناءٌ على الخيرة السابقة , فإن المتجر يتوقع الوصول إلى معدل طلبين اثنين يومياً بتوزيع 

بواسون طول مدة بقاء الإعلان بالصحف  .‏ يوماً يجب أن يبقى الإعلان بالصحف إذا أراد المتجر ضمان الحصول على ستة 

طلبات بنسبة تأكد 98 ق الخة ؟ 

فى صباح كل يوم اثنين يتكون صف من العملاء عند باب أحد البنوك 15 دقيقة قبل افتناح البنلك . ويتيع نمط الوصول إلى البنلك 

توزيع بواسون عند 2-40 عميل فى الساعة ٠‏ حدد اال أذ يكوة ف ادف عددأقل من خسة أعضاء عند انتاح 

البنك » بافتراض أنه ما من أحد يترك الصف إذا وصل إليه . 

تبداً عملية موت خطية لماركوف جخمسة أعضاء معدل موت يومى ]0.1 = pe‏ . حدد احټال وجود أقل من ثلاثة أعضاء فى 

الجحمع بعد أسبوع . ما هو الزمن المتوقع للمجتمع عند هذا الوقت ؟ 

حل المسألة ١7-5١‏ إذا كانت 0,2 > هر 

حل المسألة 7١‏ - 1 إذا كانت العملية عملية موت ليواسون 

من المتبع فى يوم الانتخابات السماح لأى منتخب بالتصويت إذا كان واقفاً فى طابور الانتظار فى الوقت الذى يقترب فيه الموعد 
من الانتباء . وفى مكان انعخاب محدد ‏ فإن الوقت الذى يأخذه أى ناخب للعصويت يتبع توزيعاً أمنيًا بقيمة متوقعة 1.5 دقيقة . 

ماهو احتال أخذ 12 د دقيقة لاستيعاب المنتظرين للتصويت قبل موعد انتهاء العمل » إذا كان فى صف الانتظار ثمانية أشخاص ؟ 

( ملحوظة : تمبد النظرية ١ - 7١‏ لتشمل عملية الموت لبواسون ) . 

تبدأ عملية الميلاد والموت لبواسون بعضو واحد ء وبمعدل ميلاد يومى 0.05 - م ؛ ومعدل موث يروص 0.03 ير . 

حدد احتال أن يكون امجدمع ساكناً بعد أربعة أيام . 

حل المسألة ١؟‏ - 5١‏ إذا تضاعفت الم ١‏ سم 

تبين أن معدل الهو لاحدى العائلات المعرضة للأخطار يتبع عملية ميلاد وموت خخطية لماركوف . وف المتوسط فإن عضوين من 

العائلة ننج عضواً واحداً كلى سنتون بعد الربيع . ومتوسط العمر لأى عضو من العائلة 2⁄ 3 ستوات . ماهو الحجم المتوقع 

للمجتمع فى 20 سنة ؛ إذا كان حجم المجتمع الحالى 100 عضو . 

استنتج ( 5١‏ - 4 ) بحل معادلات كولموجوروف أولاً فى (8200 ء ويعد ذلك فى ۳)0 ٠‏ ...,(/)يص 

معل المسألة ١؟‏ - 4 كعملية ميلاد لبواسون . افرض العدد الأولى للمجتمع صفراً . 

تجرى عمليتا ميلاد مسبغلتان لبواسون . بين أن النتيجة تكون عملية ميلاد لبواسوث بمعدل ميلأه هو مجموع معدل الميلاد 


حت i ht‏ يله 


الفصل الثانى والعشرون 


نظم الصفوف 


Queueing Systems 


INTRODUCTION : مقدمة‎ 


تتكون عملية الصفوف من عملاء يصلون إلى مكان خدمة ء وينتظرون فى صف إذا كان كل من يقدمون الخدمة مشغولين » »ثم يحصلون فى 
النباية على الخدمة » وأخيراً يغادرون مكان الخدمة . ونظام الصفوف هو مجموعة العملاء » ومجموعة من مقدمى الخدمة ونظام لوصول العملاء 
وتقديم الخدمة لهم . ببين شكل ١ - ١5‏ نظماً متعددة للصفوف . 

ونظام الصفوف هو عملية ميلاد وموت بمجتمع يتكون من عملاء » سواء منتظرى الخدمة أ م الحاصلين عليها فعله . ويحدث الميلاد عندما 


يصل أحد العملاء إلى مكان الخدمة . ويحدث الموت عندما يخرج أخد العملاء من مكان الخدمة . وحالة النظام هى عدد العملاء فى مكان 
الخدمة . 


QUEUE CHARACTERISTICS  : خصائص الصف‎ 


يتميز نظام الصفوف بخمسة مكونات , وهى : نمط الوصول للعملاء » ونمط الخدمة » وعدد من يقدمون الخدمة » وطاقة مكان الخدمة 
للعملاء » والترتيب الذى يُخْدّم به العملاء . 


ARRIVAL PATTERNS  : أفاط الرصول‎ 


تُحَدّد أفاط الوصول للعملاء عادة بالزمن بين الوصول » وهو الزمن المستغرق بين وصول عميلين لمكان الخدمة . وقد يكون ثابتأ ( معروفاً 
بالضبط ) أو متغيراً عشوائياً بتوزيع احتالى معروف . وقد يعتمد على عدد العملاء فى النظام » وقد يكون حالة مستقلة . 

وأيضاً قد يكون وصول العملاء منفردين » أو فى مجموعات » وكذلك قد يكونوا متزاحمين » أو يسمح لهم بتخطى بعضهم . ويحدثك 
ال لتزاحم عندما يرفض العميل الذى يصمل الدخول إلى مكان الخدمة بسبب طول صف الانتظار . ويحدث « التخطى » عندما يترك أحد العملاء 
الوجودين مسبقاً بالصف مكانه بسبب طول صف الاننظار . وطالما لم ينص على العكس ٠‏ فإنه من المفترض أن يصل العملاء منفردين » ولا 
يحدث تزاحم أو قخطّ . : 


SERVICE FATTERNS  : أفاط الخدمة‎ 


يُحَدّد ممط الخدمة عادة بزمن الخدمة » وهو الزمن اللازم لأحد مقدمى المندمة مة لتقديم الخدمة لأحد العملاء . قد یکون زمن : الخدمة اتا 
متغيراً عشوائياً ذا توزيع احتالى معروف . وقد يعتمد على عدد العملاء ا لموجودين مسبقاً بمكان الحدمة » أو قد يكون حالة مستقلة . ومن ي 
تحديد ما إذا كان العميل يُخدم بواسطة مقدم خدمة واحد ‏ أو كا فى شكلى ۲۲ - ١‏ ( د ) » يتاج العميل سلسلة من مقدمى المندمة . وإذا 
م ينص على غير ذلك ٠‏ فإنه من المفترض أن مقلتم يتعدمة واحد يقدم الخدمة لعميل واحد . 


ت الاصم ل 


SYSTEM CAPACITY : طاقة النظام‎ 


طاقة النظام هى أكبر عدد من العملاء ‏ سواء أكانوا فى مرحلة الخدمة » أم الانتظار , والمسموح لمم التواجد بمكان الخدمة فى تفس الوقت . 
عتدما يصل أحد العملاء إلى مكان خخدمة ممتلىء » فلا يدخل هذا العميل إلى نظام الخدمة . ولا يسمح لهذا العميل بالانتظار خارج مكان الخدمة 
( جيث إن هذا يزيد فعليا من طاقة التظام ) ويضطر إلى مغادرة المكان بدون تلقى الخدمة . والنظام الذى ليس له حدود لعدد العملاء المسموح 
بهم داخل نظام الخدمة تكون له « طاقة غير محدودة » . والنظام الذى له عدد محدود تكون له « طاقة نخدودة » . 


نظام الصفوف 


عملاء 
مد سس مس 
يغادرون 





(أ) صف أحادى ل مقدمة خدمة أحادى 


نظام الصفوف 





( ب ) صف أحادى ‏ مقدمو خدمة على التوازى 


نظام الصفوف ) 





) ح ) صفوف متعددة ‏ مقدمو خدمه على التوازی 


FFA - 


نظام الصفرف 


مصدر العملاء 
© 
عملاء عملاء © 
0 جه 
يغادرون 8 
© 
© 





( د ) صف أحادى س مقدمو خدمة على التوالى 


٩ - ۲۲ شكل‎ 


QUEUE D1SC1?LINES  فرفصلا نظم‎ 


نظم الصفوف هى الترتيب الذى يُخدم به العملاء . وقد تكون على أساس من يحضر أولا يخدم أولّا 2180 ( بمعنى خدمة بترتيب 
الوصول ) » وقد تكون على أساس من يحضر أخيراً يُخدم أُولا 1150 ( بمعنى أن العميل الذى يصل أخيراً يُخدم ألا ) » وقد تكون على 
أساس عشوانى » أو على أساس أسبقيات . 


KENDALL'S NOTATION : JI jg 


تُستخدم رموز کندال لتحدید خحصائص الصفوف ے/ر/×/س/ں ١‏ حیٹ تئل ۷ مط الوصول » و ۷ نط الخدمة » و × تحدد عدد 
مقدمى الخدمة , و لا طاقة النظام » و 2 نظم الصفوف . ويبين جدول ۲۲ ¬ ١‏ رموزا متفرعة تستخدم لثلاثة عناضر . وإذا لم تحدد 
أو 2.ء فتؤخذ 6 أو #120 اعلى التوال . 
متا ۲۷ - ٩‏ في نظام صفواف 5/۴0 M/‏ _ له زمن بین الوصول ذو توزيع أسَى »> وزمن خدمة ثابت » واثنين من مقدمى الخدمة » 
ويحدد بعدد خمسة عملاء مسموح لم بمكان الخدمة فى الوقت الواحد » على أساس أن آخر عميل يصل إلى مكان الخدمة هو الذى يخدم تاليا . 
ونظام D/D/1‏ له كل من : زمن بين الوصول ثابت . وزمن خدمة ثابت . ومقدم محدمة واحد . وحيث إن طاقة النظام ونظم 
الصفوف غير محددین ؛ فیفترض أنهما غير محددين ( :© .) و 150 على التوالى . 


٩ - ۲۲ جدول‎ 





لاست | زمن بين الوصول 
توزیع کا أو 

توزیع إرلاج - = (kK‏ 

توزيع إدلاج غم )..,12 (k=‏ زمن الخدمة 


أى توزيع آخر 


من يضر أولا يُخدم أولاً 
| من يحضر أخيراً يُخدم أولاً 

اخندمة عشوائية 

أى ترتيب آخر 


وم 


1-1 


5-9 
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مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


حدد العملاء » ومقدمى الخدمة > وخصائص الصفوف الواضحة فى صف واحد لعربات بمحطة غسيل عربات أوتوماتيكية . 

العملاء هم العربات الداخلة للمحطة للغسيل . ومقدم الخدمة هى ماكينة الغسيل ؛ والضف الواحد يبين مقدم خدمة واحد 
أو أكثر على التوالى . وبوجه عام .. تعمل ماكينة الغسيل على أساس من يحضر أولا يُخدم أولا ء لذلك يكون نظام الصف من 
النوع 150 . وطاقة النظام هى عدد العريات الممكن تواجدها على أرض محطة الغسيل . إذا سمح بانتظار العربات فى الشوارع 
الحيطة باحطة للدحول إلى امحطة بعد ذلك » فإن طاقة النظام تكون غير محدودة . 


حدد العملاء » ومقدمى الخدمة » وخصائص الصف الواضحة فى قسم الفواتير فى متجر كبير . 

العمبلاء هم الأثمان المقدرة بواسطة موظفى المعجر » وتذهب هذه الأثمان بعد ذلك إلى قسم الفواتير » ومقدمو الخدمة هم 
أفراد قسم الفواتير الذين ينبون إجراءات هذه الفواتير . 

غالباً ما تبع نظم الفواتير نظام 3150 بمعنى أن آخر ثمن يصل إلى قسم الفواتير يوضع أعلى المجموعة ء وبالتالى يكون هو 
أول فاتورة تنتبى إجراءاتها ٠.‏ وبوجه عام :لل توعد أختوم ا تصل إلى قسسم الفواتير » وبالتالى تكون طاقة النظام 
غير محدودة . 


: تقوم إحدى شركات التليفزيون بالتفتيش على الجودة كل ثلاث دقائق ق بواسطة مهندس جودة على أساس هن يحضر أُولا يخدم 


أولا ء يوجد مهندس واحد بالخدمة ؛ وتستغرق الخدمة أربع دقائق لكل جهاز . حدد متوسط عدد الأجهزة المنتظرة للتفثيش فى 
أول نضصف ساعة من وردية العمل » إذا لم تكن هناك أى أجهرة منتظرة للتفتيش ف بداية الوردية . 

هذا النظام هو 2/9/1 » على أساس أن العبلاء هم أجهزة التليفزيون » وأن المهبدس هو مقدم الخدمة الوحيد . الزمن بين 
الؤضول هو ثلاث دقائق تماما ٠‏ بيغا زمن الخدمة هو أربع دقائق تماماً . 


جدول ۲۴ - ۲ 
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ین جدول ۲۲ - ؟ تاريغ النظام خلال النصف ساعة الأولى للعملية . ويحدد ا يدول التوقيتات التى يحدث فيبا تغيير للحالة 
النظام ( من خلال وصول عميلل أو انتهاء خدمة ) . لاحظ أنه لا يوجد عملاء فى الصف من الزمن 0 حتى 6, 7 حتى 9 » ومن 
1 إلى 12 . بزمن إجمالى 9 دقائق . ويوجد عميل واحد فى الصف من الزمن 6 إلى 7 » ومن 9 إلى 11 » ومن 12 إلى 
8 , ومن 19 إلى 21 » ومن 23 إلى 24 بزمن إجمالى 12 دقيقة . وبا مثل يوجد عميلان فى الصف فى الزمن من 18 إلى 19 » ومن 
2 إلى 23 » ومن 24 إلى 30 بزمن إجمالى 9 دقائق . ويوجد ثلاثة عملاء فى الصف ف الزمن من 30 إلى 30 بزمن إجمالمى 0 دقيقة . 
متوسط طول الصف وهو متوسط عدد الأجهزة المتظرة للتفنيش خلال النصف ساعة الأولى هو 


جني _ (300 +292 +1022 +080 
30 


تصل أنوييسات لمكان التنظيف فى مجموعات من خمسة آنوبيسات خلال كل ساعة . تخدم الأنوبيسات بترتيب عشوائ واحد فى 
كل مرة ة يحتاج كل أوتوييس إلى 11 دقيقة لإنهاغ الخدمة » ويترك مكان الخدمة بمجرد الانتهاء من الخدمة . حدد (أ) متوسط 
عدد الأتوبيسات فى مكان الخدمة . ( ب ) متوسط عدد الأنوبيسات النتظرة التنظيف . ( ج ) متوسط الزمن الذى يقضيه 
الأنوبيس فى مكان الخدمة . 
هذا النظام هو نظام ثابت ء وفيه الأنوبيسات تمثل الغملاء » وطاقم التنظيف هو مقدم الخدمة الأحادى . يحدث الوصول مرة 
واحدة فى الساعة » ولكن بمجموعات ؛ وزمن الخدمة هو !1 دقيقة . يكون الأوتويس فى الخدمة عندما يكون جارى تنظيفه . 
يبين جدول ؟؟ - 5 تاريخ النظام فى خلال ساعة واحدة فى توقيتات الوضول والمغادرة . وحيث تُقدّمٍ الخدمة بترتيب 
عشوائ » فإن التسلسل الموضح بالجدول هو أحد التسلسلات الممكنة لتقديم الخدمة للأتويسات . ومع ذلك .. فإن 
الإحصائيات المطلوبة تكون غير معتمدة على التسلسل . 
وأكار من ذلك .. وحيث إن النظام يجدد نفسة كل ساعة » فإن الاحصائيات التى تُخدد النظام فى الساعة الأولى تتحقق فى الأمد 
الطويل . 





مجاكاة الزمن 

بالدقيقة 
1 
22 
33 
44 
55 


(أ) يوجد خمسة عملاء فى النظام فى الرمن من 0 ححتى 11 » وأربعة عملاء من 11 حمى 22 » وثلاثة عملاء من 22 حتى 33 » 
وعميلان من 33 حتى 44 » وعميل واحد من 44 حتى 55 » حيث كل فترة 11 دقيقة . بالإضافة إلى ذلك .. لا يوجد عملاء 
بمكان الخدمة فى الزمن من 55 حتى 60 » أو لمدة خمس دقائق . لذلك يكون متوسط علد العملاء بمكان الخدمة هو 

اتوبيس وو ر _ (006 +(1011 +(201 +2010 +(5010+401 


( ب ) متوسط عدد العملاء فى صف الاتظار » وهو عدد الأوتوبيسات النتظرة الخدمة » ولكن لم تبدأ الخدمة بعد هو 


1 _ 11+00 +2010 +3010 +4010 
تويس 1.83 0 


TES 


5 هم 


( ج ) أتوبيس واحد » وهو رقم 4 فى جدول 75 - ۳ يكون فى نظام الخدمة لمدة 11 دقيقة » حيث إنه يُخدم بمجرد وصوله 
إلى مكان الخدمة . وأتويس آخر » وهو رقم 1 ف الجدول ۲۲ - ۴ ينعظر 11 دقيقة قبل أن يُخدم » حيث إنه يظل داخل النظام 
لمدة 22 دقيقة . وبالمثل فإن الاتوبيسات الثلائة الأحرى تقضى 33 » 44 » 55 دقيقة على التوالى ف النظام » لذلك يكون متوسط 
الزمن الذى يقضيه الأتوبيس ف النظام هو 


دقيقة وو 444355 111224334 


حاكى نظام خدمة /24/10/2/3. لدة تشغيل 45 دقيقة إذا كان متوسط الزمن بين الوصول 3 دقائق ؛ وإذا أخذ مقدمو 
الخدمة رقم 21 11 على التوالى 5 و 7 دقيقة لتقديم الخدمة للعميل . مع افتراض أنه لا يوجد عملاء فى النظام عند البداية , 

إذا كان المتغير العشواق ذو التوزيع الأسى له قيمة متوسطة 3 ( قيمة متوقعة ) » فإن دالة التوزيع ( ١8 - ١‏ ) يكون ها 
3 كباراميتر . باستخدام مولدات الأرقام العشوائية لإيجاد قم ( بالدقيقة والثانية ) تتبع هذا التوزيع . نحصل على . 11 :2 , 
HE $97 7 «6: 09 » 5: 4 › 0.05 1:25 «1:26 3: 4‏ 1:14« 
9 :2 , 0:52 , 54 :8 49 :2 نأحد الأرقام المتالية لقكون أزمنة بين الوصول للعملاء المتتاليين » لذلك العميل رقم 1 يدحل 
النظام عند الزمن 3 دقائق » و 54 ثانية بعد بدء العملية . والعميل رقم 2 يدخل النظام عند الزمن 2 دقيقة » و 11 ثانية بعد العميل 
رقم 1 . وهكذا . 

ييين جدول 7١‏ - ؛ عملية الصفوف لمدة ال 45 دقيقة الأولى للعملية بأزمنة الوصول والمغادرة فقط . لاحظ أنه عند الزمن 
01 يكون العميلان رقما 2 و 3 ف الخدمة » والعميل رقم 4 فى صف الانتظار » ويصل العميل رقم 5 . وحيث إن طاقة النظام 
هى 3» فإن العميل رقم 5 لا يسمح له بالانتظار , ولا تُقَدّم له خدمة . ونفس الموقف يحدث عند الزمن 33:32 . 


جدول ۲۲ - 4 
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مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


حدد (أ) العملاء » ( ب ) مقدمو الخدمة » ( ج ) خصائص صف الانتظار الواضحة فى النظم الموصوفة فى المسائل 
علي 7 لان 


كافيتريا ذات شباك واحد 


محل تصفيف شعر به أربعة كرامى للانتظار » ومكان تجفيف للشعر » بحيث يكون أكبر عدد من العملاء داخل امحل هو سبعة 
عملاء . 


محطة تموين بنرين ذات ثلاث طلمبات 

لائرات تطلب التصرج بالمبوط فى مطار صغير . 
عربات فى جراج انتظار بالرسوم . 

عمل مقدم لمجموعة كاتبى آلة كاتبة . 

مجموعة مقاتلة تنتظر الانتقال إلى مكان الراحة والترفية . 
قاضى مدثى يستمع إلى حالة بامحكمة . 


يُنظم المرضبى بإحدى العيادات للفحص بمعدل مريض كل خمس دقائق , ابتدام من الساعة 9.00 صباحاً . يأخذ الفحص 8 دقائق 
للاستكمال ؛ ويم بواسطة طبيب واحد يُعِين هذا العمل . وعندما يكون هناك ثلائة مرضى أو أكثر فى حجرة الانتظار يعين 
طبيب آخخر للعمل » ويستمر كذلك حتى ينتبى صف الانتظار . عند هذه النقطة » فإن الطبيب الثالى يعود إلى عمله السابق إلى 
أن يُطلب مرة أخرى . 

(أ) عند أى وقت يبدأ الطبيب الثانى عمله » وفى أى وقت ينبى عمله لأول مرة ؟ 

(ب) ما هو متوسط عدد المرضى المنتظرين يحنجرة الانتظار من الساعة التاسعة صباحاً حتى العاشرة صباحاً ؟ 

(ج) ما هو عدد المرضى بالعيادة من الساعة التاسعة إلى العاشره صباحاً ؟ 


تصل بعض الأشغال إلى مكان عمل بمعدل ثلاثة أشغال فى كل مرة كل 15 دقيقة . ويعمل بمكان العمل موظف واحد يأحذ 6 
دقائق بالضبط لاستكمال الشغلة . والأشغال التى لا تم بواسطة الموظف تُخرن بمكان العمل » وتؤخذ بطريقة عشوائية » مع 
افتراض أن الأشغال تصل إلى مكان العمل بمجرد أن يبدأ الموظف عمله » وأنه لا توجد أشغال منتظرة سابقاً بمكان العمل . 
(أ) ما هو متوسط عدد الأشغال الموجودة بمكان العمل نخلال الساعتين الأوليين من عمل الموظفٍ ؟ 

(ب) ما هو طول الصف بعد 8 ساعات من الوردية ؟ 


ينظم أحد أطباء تقويم الأسنان المرضى للفحص الدورى بمعدل مريض كل 15 دقيقة » ويحدد عدد المرطى بعشرة مرضى كل يوم . 
ويأخد 12 دقيقة لفحص المريض الأول . وبسبب أن المريض يتعب بسرعة » فإن كل مريض تال يأخذ دقيقة واحدة أكثر من 
الخريص السابق له مباشرة . حدد متوسط الزمن الذى يقضيه الريض فى عيادة الطبيب » سواء فى الانتظار أم فى الكشف » على 


اتراض أن كل مريض يصل العيادة فى الوقت الخصص له بالضبط . 


م عدد العملاء الدين لا يُسمح لهم بالدخول فى نظام الخدمة 2/2/1/3 فى الساعة الأولى » إذا كان العسلاء يصلون كل 4 
دقائق لمكان الخدمه التى تخي إلى 8 «قائتي لكى تتم ؟ بافتراض أن أول عميل يصل إلى مكان الخدمة بمجرد فتح نظام الخدمة . 


E 


الفصل الثالث والعشرون 


١ / نظم م / م‎ 
M/M/1 Systems 


SYSTEM CHARACTERISTICS  ماظنلا خصائص‎ 


نظام الخدمة 04/۸4/1 هو نظام صفوف له زمن بين الوصول بتوزيع أسى ذى بارامشر .4 ء وزمن خدمة بتوزيع أسى ذى باراميتر 

لم وله مقدم نخدمة واخد وليس له حدؤد لطاقة النظام » ونظام الخدمة من النوع من يحضر أولاً يخدم أولاً . والثابت .م هو متوسط معدل 
وصول العملاء » والثابت م هو متوسط معدل الخدمة للعملاء . وكلاهما لوحدات العملاء لكل وحدة زمن . والزمن المتوقع بين الوصول 
وزمن الخدمة المتوقع لعميل واحد ها 1/۸ » مم/1 على التوالى . 


وحيث إن الزمن بين الوصول ذى التوزيع الأسى بمتوسط 1/8 يكافء خلال فترة زمنية 7 مط الوصول ذى توزيع بواسون بمتوسط 
حلم (انظر النظرية 5١‏ - ١)ء‏ فإن النظام 2/4/1/1/1 يطلق عليه أحادى الخدمة » ذو الطاقة غير المحدودة » ذات مدخلات بواسون 


وزمن خدمة ا 4 


| THE MARKOVIAN M0DEL  فركر فوذج ما‎ 


النظام 4/4/1 هو عملية ميلاد وموت لبواسون ( انظر الفصل 5١‏ ) . واحتال (2)4 أن النظام يكون فيه 54 عميل بالضبط » 
سواء منتظرى الخدمة أم فى الحدمة ف الزمن ؛ يحقق معادلات كولموجوروف ( ١ - 5١‏ ) عند ۸= 2 الح مم لکل قم ۸ 
وحل هذه المعادلات . إذا كان ممكناً . غير ضرورى بالمرة . ولا فى الفصل ٠ ١9‏ فإن التوزيع المحدود هو الأكار أهمية . 


حلول الخحالة الساكنة ( المستقرة ) 80117110715 51715-لاظهظ81 
احتهالات حالات الاستقرار ( السكون ) لنظام الصفوف هى 
(IT) pn alim p.()  {=0,1,2,..)‏ 
إذا وجدت نباية . للنظام 2/4/84/1 تُعرف « معامل الاستخدام ٠‏ . ( أو كثافة المواصلات ) کا بل : 


9 5 
(۲ ۴) Ê 
° 


أى أن © مى عدد مرات الوصول المتوقع لكل زمن خدمة . إذا كانت 1> م فإنه توجد احالات حالة السكون ( المسألة ۲۴ - ۷ ) 
وتعطى ب : : 


(م - )كم - يمر (F~ FY)‏ 


ف 


وإذا كانت 1< م » فإن مرات الوصول تكون بمعدل أسرع من تقديم الخدمة . وبالتالى طول صف الانتظار المتوقع يزيد دون حدود . 
ولا تحدث حالة سكون أو استقرار . ويحدث بفس الوقف إذا كانت 1 - م 


MEASURES OF EFFECTIVENESS : مقاييس الفاعلية‎ 


عندما بكون النظام فى حالة الاستقرار ٠‏ فإن المقاييس الهامة تكون 


متوسط عدد العملاء فى النظام ع1 
متوسط طول الصف : a=‏ 
متوسط الزمن الذي يقضيه العميل فى النظام Wm‏ 
متوسط الزمن الذى يقضيه ( ينتظره ) العمير فى المبف ع بلا 
احتال أن يقضى العميل أكار من وحدة رمنية فى النظام )قا 
احال أن يقضى العميل أكثر من وحدة زمنية فى الصف 1 


والأربعة مقاديس الأولى ترتبط ببعضها فى كثير من نظم الصفوف كالتالى : 


بن د بر (f7 Tf)‏ 
j‏ 
ومن صيغة ليتلى ( المسألة +5 - ٠) ٠١‏ فإن 
L=Ãw‏ يك 
L, = ÃW,‏ ( 1-۳( 


تنطبق صيغة زمن الانتظار ( 77 - 4 ) عندما يكون هناك زمن خدمة واحد متوقع ( كا فى النظام 84/۸4/1 ) » مم/1 لكل العملاء . 
وتنطبق صيغة ليتل للنظم العامة » على أساس أن ل ترمز إلى متوسط معدل وصول العملاء إلى مكان الخدمة . . 


للنظام 28/84/1 , فإن 8 لم . وتكون الفاييس الستة بوضوح هى : 


Y~) L=2- 

م“ 

2 

مساك حت A~ fF‏ 
1-6 م1 1 ١‏ 
لش ادبن ( 4-۳( 

ام عم 
E‏ كل 
Wa E‏ 2 ( 
W(t) = e (t=0)‏ مم 
(I~ YY) W,(f)= pe” (=0)‏ 


الاحظ من( ١‏ ) أنه بالرغم من أن الزمن المستغرق فى النظام له توزيع أسى ( 76 - 1١‏ ) “ارعن المستغرق فى الحدمة له أيضاً 
توزيع أسى » فإن الفرق بين هذين الزمنين » وهو الزمن المستغرق فى صف الاننظار »> لا يكون ذا توزيع أسى . 


TE 


EY 
E 
5-7 


. مسائل محلولة‎ 
Solved Problems 


بين أن ٠‏ معظم » قم المتغير العشواى ذى التوزيع الأمى تكون أصغر من القيمة المتوسطة . 
إذا كان للمتغير توزيع أبى بباراميتر ٠‏ تكون القيمة المتوسطة د هى من ۳-۲۱7 


P(T =1/8)= 1-e” = 0.632 
P(T =1/28)= 1 e”? x= 3 


لذلك من الممكن القول أن 63 ف المئة من القيم تكون أصغر من المتوسط › وبعض من ال 63 فى اة من هذه القم تكون أصغر 
من نصف المتوسط . 


ناقش ما يتضمنه أن يكون كل من زمن الخدمة والزمن بين الوصول ذا توزيع أمى . 

من المسألة ( ۲۴ - ١‏ ) نلاحظ أن أزمنة الخدمة ذات التوزيع الأسى تعنى أكارية عدد أزمنة خدمة أقل من المتوسط » 
بالاشتراك مع أزمنة خخدمة طويلة قليلة العدد » وتكون هذه هى الحالة » مثلاً » فى البنوك عندما يضع عملاء كثيرون أموالاً 
بسيطة فى البنك تتطلب أزمنة قليلة » وقليل منم يحتاج إلى إجراءات معقدة تمناج إلى أوقات طويلة . وهذه التوزيعات لا تصور 
بدقة المواقف التى تكون فيها الخدمة متائلة لكل عميل ؛ مثل العمل على خط تجميع . 

تعنى أزمنة بين الوصول ذات التوزيع الأسى أكثرية فى عدد أزمنة بين الوصول الأقل من المتوسط ء مع قليل من أزمنة بين 
الوصول الطويلة . وتكون النتيجة هى أن عدد من العملاء يصلون فى فترة زمنية قصيرة » لذلك يخلقون صف انتظار » تتبعه فى 
الهاية فترة طويلة لا يصل خلاها أى عميل » وهذا يسمح لمقدم الخدمة بتخفيض طول صف الانتظار . 
کا هو مبين فى المسألة ( 5١‏ -8 )ء فإن التوزيع الأبى تكون له خاصية ماركوف ( أو أقل ذاكرة ) : 


P(Tsa+b|T>a)= P(T sb) 


عندما تقيس 7 أزمنة بين الوصول » فمعنى هذا أن الزمن حتى الوضول التالى لا يعمد على الزمن منذ آحر وصول . بالنسبة 
لأزمنة الخدمة., فإن هذا يعنى أن الزمن اللازم لاستكمال الخدمة للعميل لا يمكن توقعه بمعرفة الزمن الذى قضاه العميل مسبقاً فى 
الخدمة ( بمعنى أنه لا يعتمد على ذلك ) . 


يستخدم أحد أقسام ملابس الرجال فى أحد امحلات ترزياً لإصلاح الملابس . ويتبع عدد العملاء الذين يحتاجون لإصلاح ملابس 
لتوزيع بواسون بمعدل وصول 24 فى الساعة . ويخدم العملاء على أساس من بحضر أولاً يخندم أولاً ٠‏ ويرغبون دائماً فى انتظار 
الترزى لاجراء التصليحات . ويظهر أن الوقت اللازم لاصلاح ملابس العملاء يتبع توزيعا أميا بمتوسط دقيقتين . 

10 ما هوا متوسط عدد العملاء فى غرفة إصلاح الملابس ؟ 

(ب) ما هو الزمن الذى يتوقعه العميل ليقضيه فى غرفة الملابس ؟ 

(جمع ما هى النسبة المثوية من الزمن الذى يبقى فيه الترزى بدون عمل ؟ 

زء ) ما هو احتال أن يننظر العميل أكثر من 10 دقائق للحصول على تخدمة من الترزى ؟ 


هذا النظام هو نظام 1/1/1 يفيه 24 = ۸ كل ساعة 


“TEY - 


4~ fF 


RNY 


ji =} min" = 30 h7 


د 2430-08 -م 


ول من ( ۲۳ - ۷) عملا 4= کے =1 
ج 
(ب) من ( ۲۳ -۹) ق 0= = W‏ 


وتنمعج هذه النتيجة من 90 - د ) : 


( جد) يكون الترزى بدون عمل فقط إذا لم يكن هناك أى عميل فى غرفة إصلاح الملابس . وهذا الاحهال يعطى ب 


( *؟ - 8 ) کالتال : 


0.2 (0:8 -1)1 > (م - )"م ع مر 
ويكون الترزى بدون عمل 20 فى المة من الوقت . 
(د) من (۱۲-۲۳) عند ۷ داق 110 


W,() = (0.8)e”" = 0.2943 


فى النظام بالمسألة ( 57 - ؟ ) حدد (أ) متوسط الانتظار لخدمة الترزى لكل العملاء » ( ب ) متوسط الاننظار خدمة الترزى» 
للعملاء الذيين سينتظرون كلية . 
(أ) من ( ۲۳ ۱۰) 


E E LE 
Wz TX 30 3 0.133 8 - 8 دقيقة‎ 


( ب ) ارمز إلى متوسط الانتظار المطلوب بالرمز :887 ؛ ونسبة العملاء الذين يصلون ولا ينتظرون هى م -1 [ وهى 
احتهال أن أى عميل يصل يبد نظام الخدمة مارغ انظر السألة ۲۳ - ۲ ( ج ) ] » ومن ثم يكون متوسط الاننظار لكل 
العملاء الذين يصلود هو 
We = (1¬ p)(0)+ pW;‏ 
لذلك 





دقيقة 0 2-7 


يعمل أجد علات المأكولات بواسطة شخص واحد هو صاحبه . ونغط الوصول للعملاء أيام السبت يتبع توزيع بواسون » معدل 
وضول 10 أشبخاص ف الساعة ويخدم العملاء بأسلوب 150 ( من يصل أولاً يخدم أولً ) » وبسبب السمعة الحسنة للمحل » 
فإ العملاء يرغيون الاتنظار للحدمة عندما يصلود إلى امحل . وقُدّرَ زمن تقديم الخدمة للعملاء بالتوزيع الأسى بمتوسط زمن 
خدمة 4 دقائق حدد رأ ) احتال أن يكون هناك صف انتظار » ( ب ) متوسط طول صف الانتظار . ( ج ) الزمن المتوقع 


TEA 


۳ 


الدى يقضيه العميل بى الصف » ( د ) احتال أن يقضى العميل أقل من 12 دقيقة فى انحل . 
هدا النظام هو ۸/4/1 فيه 

ب 1/6 
14 


= روت #= م "تة 8= "س10 = ۸ 


کات 


(أ) احتال وجود صف هو احتال وجود شخصين أو أكثر فى النظام . من ( 5*9 - 5 ) : 
-30-9-(م-0م .م 1-7-1 -(م-0"م دمم 


لذلك » احټال وجود صف هو 


0 
1-2-9 درم دوم - 1 
(ب) من 5 -لم) 
4ے 2% 
عل Tep‏ < 
(ج) من ( ۲۳ -۱۰) 
دقاثق ه ع 2/3 Wa‏ 


7 0/40- 0/6( 


(د) من(59(2)1-75-١1١)‏ 
دقيمة 12 4 +8 -ح /لآ 
W(12) = 1 e”? = 1~ 0,3679 = 1‏ ~1 


حا العملية الموضحة فى المسألة ۲۳ - ه . 


يوضح جدول ۳ - ١‏ مجموعتين من الأرقام العشوائية موزعتين توزيعاً أسباً » الأولى ذات باراميتر 6 /1 ( زمن بين ٠‏ 
الوصول ) والثانية ذات باراميتر 4 /1 ( زمن الخدمة ) وكل القيم محولة إلى أزمئة بالدقائق والثوانى . وكا هو متوقع للتوزيع 
الأمى » فإن معظم القم فى كل مجموعة ( 10 من 16 أو 62.5 فى المئة ) أصغر من المُوسط النظرى 6 دقائق لزمن بين الوصول » و 
4 لزمن الخدمة . ومتوسط الزمن للعينة فى جدول ۲۳ - ١‏ هو 6 دقائق » و 10 ثوانى لزمن بين الوصول » و 4 دقائق » و 12 


ثانية لزمن الخدمة . 
جدول ۲۳ - ٩‏ 





r44 ~ 


#1 e 16) 
#2 e 01) 


يك 


a0: 19)‏ امقر 
(11:53( #5 4:47( #4 
)2:57( #6 ,)11:53( #5 (0:20( #4 
(11:53( #5 
)3:56( #5 
2:57( #6 
02 4 #1 


(03 :@ #8 
)0:34( #8 
0:9 وو 


#10 0: 09) 


#11 6: 57 


#12 E 

#12 (3:04) #13 (7:12) 

#12 (2:52) #13 (7:12), #14 (0:10) 

#12 (0:10) ` #13 (7:12), #14 (0:10), #15 (11:51) 
#13 (7:12) #14 (0:10), #15 (11:15) 

#14 (0:10) #15 (11:51( 

#15 (11:51) 

#15 (5:40) #16 (0:04) 





نحدد أول زمن وصول وزمن خدمة للعميل رقم 1 » وزمن الوصول والخدمة للعميل رقم 2 » وهكذا . تبين عملية الصفوف 
بعد ذلك فى جدول +3 - ۲ » حيث نبين أزمنة نحاكاة بالجدول الأزنة التى يصل فيا عميل جديد » أو يغادر فيا عميل تم 
تقديم الخدمة له . والأزمنة بين قوسين هى كمية أزمئة الخدمة اللازمة للعملاء المناظرين . 

لاحظ كيف يطول الصف عندما يكون زمن الخدمة طويلاً » بالمقارنة بزمن الوصول القصير » وكيف يقصر عندما يطول 
زمن بين الوصول ليسمح لمقدم الخدمة باستيعاب العملاء فى النظام . هذا القصر والطول فى صف الانتظار هو خاصية ميزة لنظام 
٠» M1‏ عندما يكون متوسط زمن الندمة أقصر من متوسط زمن الوصول . 


اشتق ( ۲۳ - ۴ ) التى تعطى احتالات حالة الاسعقرار لنظام MMI‏ ي 1>م. 
المعادلات ( ١-101‏ ) عند 0ع ؛#لرتركه ( حالة مستقرة ) » کم ۰ ديم . تصبح معادلات 
الآتران . . 
Paa = (p + Dp = PPn-1 (n =1, 2,..}‏ )1( 
Pı = ppo‏ )1( 


تعطى المعادلة ( ؟ ) بط بدلالة وص » و كل احتالات الخحالة المستقرة الأخرى يمكن الحصول عليها بدلالة مم غل( ۱) 
عكساً 


دم 
ل 
0F‏ 


58 
ل 


ووم عد ووم - (مرم)(1 + م) ع موم - رم(1 + م) -دم J1:‏ 
ورتم - (مومام - (مم”ملا1 + م) ع رورم -يم(1 + م) عدم 
وجام ع (مص#مام - (مص”م)(1 + م) ع روم -وص(1 + م) دوم 3 


8 
it 
ب‎ 


8 
0 


وبوجة عام 
مم"م - م 20 


وحيث إن مجموع الاحتالات يجب أن يساوى واحداً ٠‏ 1>م>0 
1 ” َه : 
p= a (‏ =1 
يرام مث مم 2 
لذلك » .م-1عموص » وتصبح (8)جمى ( ۲۳۴ ۳٣‏ ). 


اشتق ( ۲۳ ۷) 
باستخدام تعريف القيم المتوقعة ونتائج المسألة ۲۴۳ - 7ع نحسب عدد العملاء المتوقع فى نظام JE MIMI‏ 


1 


nO 


م 1 1{ d‏ 
کح مسج (م- هم - (جلج) ي(م-0م- 


) ٤~ ۲۳ ( اشتق‎ 

ارمز للزمن الذى يقضيه العميل فى النظام بالرمز 7 » والزمن الذى يقضيه فى الصف بالومز :و1 » وزمن الخدمة بالرمز ,2 . 
وكل هذه الرموز متغيرات عشوائية فهها 

T=T+T, 
لذلك‎ 
E(7T)= E(Ta)+ E(T.) 

زمن الخدمة المتوقع هو .مر/1 ع (2)16 . نرمز لد (8)7 بالرمز س »> (ر7 )ع بالرمز ,و0 ١‏ لذلك تنطبق ( ١‏ ) مع 
| 4 


استنئج صيفة ايتلى بالاجتهاد الشخمى 

أثناء متوسط زمن بقاء العميل فى النظام » 7إا:.يصل عملاء جدد بمعدل م ء لذلك » فى غباية وحدات زمنية 87/7 » يتوقع 
عملاء جدد ۸0 فى النظام . بمعتى أنه عندما يغادر العميل الأصلى النظام » فإن هذا العميل يتوقع أن ججد ۷ عميل باقن فى 
النظام . وحيث إن إحصائيات صف الانتظار لا تعتمد على الزمن فى الحالة المستقرة » فإن اوح دائما . 


وتستنتخ ( ۲۳ - 5 ) بالمثل بإحلال WL‏ » وكلمة 9 نظام ٠‏ بالرموز Wo Le:‏ » والكلمة ه ضف انتظار ٠‏ على 
التوالى » ق الفقرة السابقة . 


للم - 


١١ - ۴‏ فى نظام Ja MMI‏ 1-.1<دية ؟ 
ل 


0 دي ل‎ $ (n= pn = 2e - 1)pn 


xo1 =2‏ سيم 
ولذلك 
L-lg= Pn =1-po=p‏ 
n=!‏ 
۴ - ۱۲ بين أن 7+٠٠٠+7‏ +7 اء ومجموع عدد م من المتغيرات العشوائية المستقلة بالتبادل ذات التوزيع 
الأمى » ولكل منها بارامتر م يكون ها نوع إرلاج م ر . توزيع. جاما a.‏ 


0=( جه و تلق ب| - ديهم . ل 


ترجم التغيرات ٨‏ عل أنها أول عدد مرات وصول چ غ عملية میلاد ليواسوث خا دمع أولى ضفر . عندئذ يكون الجتسع 
عند الزعن 4 هو بخ أو أكثزء فقط إذا 51 رى ء بمحنى 


00 P(S s0= PNO=k)= Fer 


حيث إننا قد اسعخدما ( ۲۹ - 4 ) بإخلال ه ء بدلا من 23# 
وكطريقة لإثبات التكافق بين ( ٠۳١ - ۲۳ ( > ) ١‏ ) هو أن نبين أن مما نفس اللشتقة الأولى ( دالة كثاقة الاجيال ل 
& )ء ونفس القيبة عند 40 ( وواضح أنهما كذلك ) بتفاضل ( 57 - 18 ) . 


اوه 
عم ب = h(D)‏ 


) ۱ ( يتفاضل‎ 
f= È E are r e™) 
nek 
سے ی کے‎ 
“= ZT TA mir 
ا “هه‎ 
6م‎ 
وبذلك يسبتكمل البرهان‎ 


)11- 5+ استشج‎ TF 


للحصول على توزيع 26 ؛ وهو ووس وف تيو نمطا MMI‏ انيشم ت ر 
(المسألة 9 - ف) . إذا وصلل عنميل ‏ ووجد أن النظام فى الحالة 0 » فإن 0 عدي » وإذا وجد العميل أن النظام فى الجالة 
)k=1.2...(‏ + فإنه + بسبب. خاضية اللاذاكرة ( المسألة +5 - ١‏ ) لزمن الخدبة الحالى ي5 ع و۴ از انظر المسألة 


١١ 5+‏ ). وبالتالى . عند 0= 


OY ~‏ س 


E 
16 ¥ 
1٩ - ¥ 
WV #و‎ 


[0د همهم 2 +0 د مممم] -1- وسيم - 1 عودومام ع ايا 
r]‏ ي E‏ (م )“م + [4-o‏ -1= 


= p~ pul 2f [E |e - de= p= p(1 =o) j ee" ar 


4 
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مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


يعمل موظف واحد بمنل أيس كريم . يصل العملاء طبقأً لتوزيع بواسون بمتوسط معدل وصول 30 فى الساعة . يخدم العملاء 
مورك i E‏ كريم » فإنهم يرغبون البقاء ختى المحصول على الخدمة . 
وزمن الخدمة للعميل يظهر أنه يتبع التوزيع | أسى بمتوسط 1/2 ! دقيقة . حدد ( أ ) متوسط عدد العملاء المنتظرين للخدمة . 
( ب ) الزمن الذى يتوقعة العميل لانتظار الخدمة . ( ج ) احبال أن يقضى السيل أكثر من 15 دقل فى الصف . 
( د) احقال أن يكون بائع الآيس كريم بدون عمل . 


محل الخلاقة به عامل واحد . لا يعطى امل مواعيد » ولكن العملاء يُخدمون بأسلوب من يحضر أولاً يُخدم أولاً . وبسب ممعة 

E PG E E A FONE‏ . يتبع الوصول مب بواسون » بمتوسط 

معدل وصول اثنين فى الساعة . وزمن الخدمة للحلاقة ذو توزيع أسى بمتوسط 20 . حدد (أ) عدد السملاء المتوقع فى الحل . 

SE N hS‏ مرا ار اد ببب تل ل اکل (د) احهال أن 
يقضى العميل أكثر من متوسط الزمن ف امحل . 


يحدد مط الوصول لعرباتتء فى حارة واحدة لشباك أحد البنوك بعملية بواسون » معدل واحدة لكل دقيقة . بظهر أن زمن الخدمة 
للموظف يتبغ التوزيع ١‏ أبى بمتوسطد 45 ثانية . بافتراض أن العربة التى تصل ستنتظر حسب الضرورة » دد : ( أ ) العدد 
المتوقع للعربات النعظرة للخادمة . ( ب ) متوسط الزمن الذى تنتظرة العربة للخدمة . ( ج ) متوسط الزمن الذى تقضيه 
العزبة فى النظام . ( د » RE E‏ 
عرباث . 


تطلب الطائرات الماح بالحبوط على مهبط. واحد فى أحد المطارات بمعدل طائرة واحدة كل 5 دقائق » وتتبع توزيع بواسون . 
عبط الطائراث ماویه من مدر آرلا لخم أولاً » والزمن اللازم لمرافب الحركة لمبوط طائرة يختلفى طبقاً لمهارة كابتن 
الطائرة » وله توزيع أسين بمتوسط 3 دقائق . حدد (أ) متوسط عدد الطائرات فى الجو . ( ب ) متوسط عدد الطائرات 
التى طلبت السماح بامهبوط » ومازالت ف الجو . ( ج ) احتال أن الطائرة الى تصل تكون على الأرض فى زمن أقلل من 10 
دقائق بعد أولي طلب ماح بالنزول . ( د ) احتال أن يكون هناك أكثر من ثلاث طائرات في الجو . 
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تلقى أحد كاتبى الآلة لكات عمله طبقاًتوزيع بواسون » بمغدل متوسط أربعة طلبات فى الساعة . نُخدم الأعمال بأسلوب من 
يحضر أولاً يُخْدم أولاً بمتوسط زمن خدمة.( كتابة ) 12 دقيقة » وزمن الكبابة للأعمال يتبع التوزيع الأى . حدد. 
(أ) احتال أن الطلب الذى يصل سينتهى فى أقل من 45 دقيقة . ( ب )2 احقال أن كل الأعمال التى ستُطلب من الكاتب 
ستنتبى قبل نهاية يوم العمل . ( ج ) احتال أن يأخذ الطلب أقل من 12 دقيقة للاتتهاء بمجرد أن يبدأ فيه الكاتب . 


يقوم اليكانيكيون بطلب قطع غيار للسيارات التى يقومون بإصلاحها بإحدى الورش ‏ ويذهبون إلى الخزن لطلبها . 
الميكانيكيون بأسلوب من يحضر أولاً يُخدم أولاً بواسطة عامل الخرن ٠‏ يصل الميكانيكيون يتوزيع يواسون بمعدل ا 0 
الساعة » وينتظرون دورهم إذا كان عامل الخرن مشغولاً مع أحد العمال الآخرين . وف المتوسط , يحتاج عامل الزن 1 دقيقة 
لخدمة اميكانيكى الواحد , بزمن خدمة موزع أُسياُ جول متوسطه بااهىتكلقة الشباعة التوقنة لور,ة الإضلاح حى مل 
الميكانيكيون على طلباتهم من قطع الغيار إذا كان أجر الميكانيكى الواخد 12 دولاراً فى الساعة 


تصل السيارات إلى مكان الخدمة طيقاً لتوزيع بواسون معدل 10 فى اليوم . ومكان الخدمة يستطيع خخدمة سيارة واحدة فى الوقت 
الواحد . ويوزع زمن الخدمة أمياً حول متوسطة 12 /1 يوم . وتتكلف شركة السيارات 200 دولار فى اليوم لتشغيل مكان 
الخدمة » و 50 دولاراً لكل يوم | إذا بقيت السيارة بمكان الخدمة . بشراء معدة جديدة ترفع النكلفة اليومية لكان الخدمة إلى 245 
دولار يمكن لشركة السيارات تحفيض زمن الخدمة إلى 15 /1 يوم . هل هذا التعديل مناسب إقتصادياً ؟ 


تصل المشغولات إلى مكان التفتيش يعملية بواسون بمعدل متوسط اثنين فى الساعة » ويم تفتيشهما على أساس 5180 . يقوم 
مهندس الجودة بالتفتيش والاصلاجات البسيطة معأ إذا كان هذا هو المطلوب لقبول الشغلة . زمن الخدمة الاجمالى للشغلة يتبع 
التوزيع الأمبى بمتوسط 25 دقيقة . والمشغولات التى تصلل » ولا يمكن تفتيشها بسبب انشغال المهندس تبقى حتى يفرغ المهندس 
هن غمله . تحتاج كلل شغلة 10 قدم مربع لليقاء بمكان التفتيش . ما هى مساحة الأرض التى يب أن تتوفر إذا كان الخدف هو 
توفير مساحة كافية بمكان التفتيش 90 ف المة من الوقت ؟ . 


حدد تأثير مضاعفة كل من ۰۸ عر على 1¿ م س فى نظام 8/4/1 . 
أوجد الاحتال المشروط بأن يوجد 522 عميل فى نظام 84/84/1 . علماً بأن هناك صف انتظار . 


حدد عدد العملاء المتوقع فى الصف ف النظام 24/851 عندما يكون هناك صف . ( ملحوظة : استخدم نتائج المسألة 
~=( . 


استنتج ( ۲۳ - ۸ ) بدون استخدام صيغة ليتل » بحساب عدد العملاء المتوقع فى الصف مباشرة . 

استنتج معادلة الاتزان ( انظر المسألة ۳ - ۷ ) مباشرة باستخدام حقيقة أنه فى الحالة المستقرة يكون المعدل المتوقع لانتقال 
النظام إلى الحالة 8 يساوى المعدل المتوقع للانتقال من الحالة .8 ( لاحظ أن المعدل الحوقع للعملاء إل » ومن الحالة ,م » 
۸ ء نو ميرء يكون مصاوياً بوجه عام ) . 


استخدم طريقة دالة التوليد المقترحة ف المسألة ٠١‏ - ۷ لحل معادلات الاتزان لنظام 248/1 


بدون استخدام المسألة +5 - 75 تحقق أن معدل متوسط المغادرة من الحالة المستقرة ب 1 يبساوى معدل متوسب . 
الوصول إلى النظام . 
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ا ا ۰ ٠: 0 1 Ea!‏ 8 : 5 
فی رر من مواقا صفوف الانتظار بد أن عدد مرات وصول العملا 8 يكوك عملية بواسوت بالتسديد ذانت بأراميثر ثأبت م عاو بدلا 









تكون المغادرة من النظام ليست فانت معدل ثابت م » كا في سمالة عقدم أ. 
فإن الغادرة تكون ء فى ححالة مقدم سدمة أحادى » ذات توزب 5 
هذه كعملية ميلاه وموت عامة ا ركوف ( فصل ١؟‏ ) فيبا كل من على التوالى عده مراث الوصول والغادرة 
ت أخيالة المسسقرة هذه العسلياات تحقق : 








A14 °° °‏ ع 
پو یه ی ر ~e‏ 





وثم * * - بسوشاملغ 





وفيا تمده وز تحت شرط أن ممع كل الاحوالانت يساوق واسيدا . 
كبيرة بالنسبة لء هم . وعل الأخيص » فإن الخالة المستقرة تتأكد إذا كان 





ميغ LITTLE'S FORNULAS Ja‏ 
تتسقق صيغ ليتل ( 99 - م عع ( ۲۴ - 8 ) للعمليات الشروحة أعلاه » حيث إن 


EYE} Ã = 


ids 


RR 


هھ 


وعر متوسط معدل وصول العسلاء الى تلام الخدعة . 


وفى أى نظام صفوف » يكوت عدد العملاء المترقع فى النظام هى : 


L= 7 ا‎ 


عع 


س ھچ س 


وعد العملاء امتوقع فى العيف هو 
lp,‏ مت - :1 اكد] ل = م1 


حيث إن ,8 هو عدذ مقدمى الخدمة المناحين فى الحالة .0 . إذا أمكن تحديد قم .4 » ١2.‏ فإنه بمعرفة ل يمكن مباشرة إيجاد قم 
W‏ › ,¥ من صیخ ليتل . 


BALKING AND RENEGING التراحم والتخطى‎ 


يحدث التراحم عندما يصل عميل إلى مكأن الخدمة » ويرفض الدخول إليه بسبب طول صف الاننظار . ارمز إلى احهال أن أحد العملاء 
مميتزاخم عندما يبد 78 عميلاً فى النظام باسم دالة التزاحم (807 ٠؛‏ فيكون احتال ألا يتزاحم الغميل هو (ج)8 1 . إذا كان نمط 
الوصول إلى مكان الخدعة ذا حالة مستقلة بمتوسط معدل وصول ١‏ 4 . فإن معدل وصول العملاء المتوقع إلى مكان الخدمة يكون 


دإرم)ة -1] 2 , وووسى 
وهى حالة معتمندة . ( انظر المسألة 54 - 4 ) . 
يحديث التخظى عندما يترك أحد الحملاء الصف بعد أن ينضم إليه بسبب طول وقت الانتظار . والنتيجة النبائية لذلك هى. زيادة معدل 
خدمة العملاء بالنظام . ويمكن تمثيل نظام 24/84/1. هلك فيه تخطى بعملية حالة معتمدة فيها : 
(8 + بر > مر )4-4( 
وهنا » (702 تكون دالة تُخطى تعرف ب : 
( عميل يتخطى فى زمن إلى / عندما . عميل یکون فی النظام ) ۲ر 


At 





(n) = ا‎ 


درن 


وحيث إنه لا يحدث تخ عندما لايكون هناك صف انتظار ء فان ‏ 0 =(1) =(۲)0 . انظر المسألة ( ۲4 س 1( 


MIM/s SYSTEMS j | نظم م | م‎ 

نظام 21/14/5 هو عملية صفوف لا نمط وصول بواسون ذات 5 مقدم خدمة , سس من خدمة مستقل » موزعين بالتشابة بتوزيع أبى 
( لا يعمد على حالة النظام ). » ذات طاقة. غير مجدودة » وبنظام 7110 ونمط الوصول يكون حالة مستقلة فا ۸ = ملم لکل تم 8 
وزمن ابخدمة المرتبط بكل مقدم خدمة يكون حالة مستقلة » ولكن حيث إن عده مقدمى الخدمة الذين يتعاملون مع العملاء ( أى غير 
العاطلونٍ ) يغتمد على عدد العملاء بالنظام , فإن الزمن الفعلى الذى. يأخذه النظام للتعامل مع العملاء من خلال إمكانيات النظام يكون أيضاً 
محتساياً على الحالة . وعلى الأخص ء إذا كان هم متوسط زمن الخدمة لمقدم خليمة واد للتعامل بنع عميل ولحي فإ زسط مدل 
الخدمة عيدما يكون هناك 8 عسيل في النظام يكون 


(n= 0,1,...,8}‏ :]مب 


(..,1,5+2+و د بن Sp‏ 


ا 0 


وتتحقق حالة الاستقرار عندما يكون 


4 
PRS 


وتعطى احتالات حالة الاستقرار بالعادلة ( ١ - ۲٤‏ ) كلتالى : 


(sp) 3 
ÇERE) طن‎ ES (م-‎ E ا‎ | 
ر‎ 
2) (f=1,...,s) 
~٤ ( Pn = 
3p (n=s+1s+2,..) 


انظر المسألة ( 4؟ - ه ) . عندما تعطى و2 بالعادلة ( ١ - ۲٤‏ ) 


5 sp 
(~e) L* 7-0 
عل التوالى عند‎ )١ - ۲۳۴(۰) 4 - ۲۳۲(۰) ٦-۲۳ وبمجرد أن تتحدد پ1 » حصل على ,۷¥ » .۷ ۰ لكر من(‎ 
الم = تنطبق هنا المعادلة ( ۲۳ - 4 ) » بسبب أنه بصرف النظر عن حالة النظام » فإن زمن الخدمة المتوقع لكل عميل له القيمة الثابتة‎ 


/1 وأكار من ذلك .. 
(pع-1-)‏ 8م 
د | لرصلصها ب ب ]نسم - رمم كحم 
٠,0 - + Pe 0 o =0‏ 14 -و) 


انظر المسألة ( 54 - م2 54 -5) 


نظم م / م / M/IM/1/K SYSTEMS  ك | ١‏ 
يستطيع نظام م / م / ١‏ / ك إستيعاب عدد من العملاء K‏ بحد أقصى فى نظام الخدمة فى نفس الوقت . ولا ي مح للعملاء الذين 
إصلون إل مكان الخدمة وهو ملوء أن ينظروا حار جه للدخول فى وقت لأحق . فإذا كانت لم تعبر عن متوسط معدل وصول العملاء 

إلى مكان الخدمة » فإن متوسط معدل الوصول والدخحول فى الخدمة إذا كان النظام فى حالة ع هو 


= (n =0,1,...,K-1) 
"l0 (n=KK+1..) 


ونصل دائما إلى حالة الثبات » مهما كانت قيمة مم/۸ك م ء وذلك. باحتالات معطاه فى امعادلة ( ٠ )١ > ۲١‏ مل 


Pn =0 (r> K)‏ د اكر,...,1 ,0 م 


(1م) لقع 
)٠06-54( p= 6‏ 


ARF =D 


لاوم - 


وتكون مقاييس الفاعلية هى 


(K+ 1p‏ م 
ETI #1‏ 32 
)2 1م -1 م-1 000 


(p=!) 
من العادلات ( ۲۴ - د ) ۰( ۲۳۴ - ؛)و( +5 -5) عل التوالى . وهنا تكون‎ ١ حيث تحدد ,۷ . ¥ وا‎ 
CITE Ã = (1~ px) 


انظ اسالة ( ۲١‏ - ۷ ) 


نظم ۾ | م / س / أك M/M/s/K SYSTEMS‏ 


4 4 
نظام K/ء/1/M‏ هو نظام ذو طاقة محدودة ذات 5 مقدم خدمة لهم أزمنة خدمة مستقلة » موزعين باتماثل بالتوزيع الاسى ( لا يعتمد 
على حالة النظام ) » حيث إن طاقة النظام يجب أن تكون على الأقل بنفس عدد مقدمى الخدمة » > كي . هذا النظام : 


(n=0,1,...,K-1) = (n = 0,1,...,8)‏ ]ديد 
"l0  (n=KK+1,..) n“ ly (n=s+1s+2,..)‏ 


وتوجد احتالات الحالة المستقرة لكل تم سى/۸= م > وتعطى بالعادلة ( ١ - ۲١‏ ) کا ف 


(1م) "+ 00 7 p~‏ ع 





5!)1- 

5 عدوم (4؟-8) 
)1= م( en]‏ 

ee} مم‎ (n =1,2,...,8) 
011 3 Spy باع محم‎ 

0 عم‎ K+1K+2,..) 

وتكون مقاييس الفعالية هى 

(lo ~ Yé) = E. slip وص[ “ام(ى - 16)(م-1) - كام‎ 


ولحصل على 1 ,۷ ¥ من المعادلة ( ۲۴ - ۲١۴(٠) 4 - ۲۴ ( >) ١‏ - ه )على التوالى : وتُعطى 7 هرة أخرى بالمعادلة 
١١ - ۲١ (‏ ) . (انظر المبألة 4؟ -م ) . والنظام 24/84/1/6 هو حالة خاصة من النظام ‏ ج[/و/24/04 ١‏ وفيه 1=ى 
(انظر المسألة 54 -م؟). 


PFOA ~—‏ د 


6ت 


مسائل محلولة 
Solved Problems‏ 


فى أحد محلات البقالة يعمل موظف واحد على الخزينة » ويعمل كعامل تعبكة عندما يكون امحل وا ا 
مكان الخزينة بتوزيع بواسون بمعدل متوسط 30 فى الساعة . والوقت اللازم من الموظف الحساب مشتريات العميل وتعبئة 
المشتريات واستلام التقود يوزع أسليا متوسط 2 دقيقة . عندماً يوجد ثلاثة أو أكثر من العملاء عند الخزينة ( بما فيم العميل الذى 
يكون فى الخدمة فعلا ) » يطلب موظف آخر من العمل لمساعدة موظف الخزينة فى التعبة . عندما يعمل الموظفان معاً يظل زمن 
الخدمة للعملاء بالتوزيع الأأبى . ولكن بمعدل دقيقة واحدة . حدد : ( أ ) متوسط عدد العملاء عند الخزينة فى نفس الوقت | 
( ب ) الفترة الزمنية التى يتوقعها العنميل للانتظار عند الخرينة . ( ج ) الفترة الزمنية التى يتوقعها العميل للانتظار قبل بدء إنماء 
حسابه مع الخزينة . 


حلال غملية الوصول يظل معدل الوصول حالة مستقلة عند iA, =A = 30h‏ فى الساعة » ومع ذلك تكون أزمنة الخدمة 
حالة معدمدة . وعندما يكون هناك أقل من ثلائة عملاء أو أكثر عند الخزينة , يكون متوسط زمن الخدم دقيقتين » لذلك يكون 
متوسط معدل الخدمة 30 فى الساعة . وعندما يكون هناك ثلاثة عملاء أو أكثر عند الخزينة » يكون متوسط زمن الخدمة دقيقة 
واحدة ؛ لذلك يزيد متوسط معدل الخدمة إلى 60 فى الساعة . لذلك .. 


(n=1,2)‏ ام 
leon"  (n=3,4,..)‏ 


لاحظ أنه إذا أدى أى وصول جديد إلى تغيير النظام من 2 إل 3 » قإن العميل الذى ف الخدمة يتعرض فوراً إلى توزيع أسى جديد 
( خاصية اللاذاكرة ) 


30 1 ,30 م ے 
P=, P0 3P0 = Po p= p1 =3 (po) = po‏ 


30 ۸ 30 2ے 
لك = È5 P0)‏ = د حيو g5 (P0) = po‏ 2ط د > وض 


.. وبوجه عام‎ 
pn = Op  (n=2) 


لايجاد “Po‏ نحل : 
Pn = pot p+ 3 Pn = 2po+ 2 @)"”*po‏ 2 -1 
n~ . 22 22‏ 
Apo‏ ع و25 + وم2 عه 
ونحصل على 1/4 مص © . لذلك .. 


1 (n =0, 1) 
= {qy (n =2,3,..) 


وتكون دالة التوليد هذه الأحتالات هى : 


ا ااا 0 
00 


= ST np, = | 262 
1= 2 nr. > عميل‎ 

(ب) حيث إن 30م - 3 ف الساعة 
دقيقة 5 دساعة ووووو0 - تلط ع بن 


1 


س ۹و س 


| (ج ) بسيب أن موظف الخزينة وعامل التعيئة يعملان معاً » فيكون عدد مقدمى الخدمة حالة مستقلة عند 1 م5 


Lg « 3 ~ Dp, * L¬— (1~ po) = 1.75- 0.75 = 1.00 عميل‎ 


دقيقة 2 > ساعة . 0.0333 لبط د ييه - wy,‏ 
A %0‏ 


لاحبظ أن متوسط زمن الخدمة للعميل هو 


W- ¥ =15 دقيقة‎ 


4~ أعد حل المسألة ( 4؟ - ١‏ ) إذا حضر الموظف الآخر مستقلًا » ويعمل كعامل خخزيدة وتعيئة على التوازى مع الآخر . عندما 
يتبقى عميلان فقط » يترك الموظف الثانى مكان الخزينة » ويعود إذا وصل عدد العملاء إلى ثلاثة , 
هل يفضل هذا الوضع من وجهة نظر العملاء ؟ 
An‏ »مهم هى نفسها يأ في المسألة ( 4؟ - ١‏ ) ؛ لذلك تبقى احتالات الحالات » L‏ > “بز بدون تخغيير . مع 


ذلك .. يكون عدد مقدمئى الخدمة الآن حالة مغتمدة . فيها 


1 (n =0,1,2) 
= (n =3,4,..) 


وكذلك 
L, = 1pa+ ¥ (n 2p = p+ FF (n~ 2pm + p1‏ 
عميل سس ا 5 
قيقة 1.5 = 0025 = = Ww,‏ 
بالمقارنة بالموقف ف المسألة 4؟ - ١‏ ينتظر العملاء الخدمة متوسط 0.5 دقيقة أقل » ويقضون بالخدمة متوسط 0.5 دقيقة 
أكثر » ربما يفضلون هذا البديل . 


8 -" اشتقى(5141-*١).‏ 
بوضع 0 = ارم ٠‏ ( شرط حالة الاستقرار ) ٠‏ فمن معادلات كولموجوروف لعملية الميلاد والموث العامة لماركوفه 
١-۲١ (‏ ) نحصل. على الآني بعد الترتيب 





9 5 1ے fin‏ ا 
(R=1,2,..)‏ 70-3 وي Pn î‏ 7 احم )0 
A‏ 
Pi °‏ 2 


تعطى المعادلة ( 2 ) :2 بدلالة .دم'. وبحل )١(‏ بالتكزار نجد أن 





رم فقنك - کے( 5 اید عير فك _ At‏ 
Pi 2 < a‏ 42 = 
Pi‏ ھم اا p=‏ 

بم مقفية =[ 2 8 22„ 
aaa‏ ل وغ 


~۳ 


4-5 


@ ¬ ¢ 


وبوجه عام 55 بط تح ع مر أو 


يقوم أحد أصحاب بحلات بيع الجرائد والسجائر بخدمة عملائه بمتوسط عميل واحد كل 30 ثانية » والتوزيع الفعلى هو التوزيع 
الأسى . يصل العملاء طبقا لعملية بواسون بمعدل متوسط ثلاثة فى الدقيقة » ويعظرون الخدمة إذا كان صاحب الحل مشغولاً 
بخدمة عميل أخر . يمثار بعض العملاء ألا ينتظر ويذهب إلى مكان آخر لتلقى الحدمة . واحقال ألا ينتظر العبيل بسهب طول 
الصف هو 2/3 2 حيث إن 5 هو عدد العملاء أصلد فى امحل . ما هو الربح الذى يتوقع أن يخسره صاحب امحل من 
العملاء الذين يذهيون إلى مكان آخخر » إذا كان متوسط الريج للعميل هو 30 سا . 

'حيث إن احتال رفض الاننظار هو 1 عندما يكون هناك ثلاثة عملاء فى انحل » فإن لحل لن يتعامل مع أكثر من ثلاثة عملاء 
فى نقس الوقت » وتكون الحالات الممكنة هى 2,3,0 , 3 . ونأخذ دالة التراحم لتكون 


 (R#0,1,2,3)‏ 3ن 
(..,كر4ع م) -لمة 


متوسط معدل وصول العملاء إلى الخرن هو 3= لے » حیث إته من ( ٣ - ۲٤‏ ) يكون معدل الوصول إلى الزن هو 
(1-%G)=3 =4 G)=2 A= 1-§(3)= 1‏ = 
و A = (1~ 1(G)=0‏ عندما .... ,3,4 = 8 ومعدل الخدمة يكون حالة مستقلة عند 2 موت ميغ عميل فى 
الدقيقة . من ( ١۳ ۲٤‏ )۲: 
ہوا م = 

pa Ap, = po) = fp 

مو = ولط ع يم شد رص 
و بل رة,4 ع م) 0 عام . وشرط أن مجموع الاحتالات هو 1 يعلى 4/19 =0 . ومن ثم .. 


6 6 
(n>3)‏ 0ع مر م و عدم عد 


والمعدل المتوقع الذى برفض فيه العملاء الانتظار هو 


...+0 +0 + (9 م + (1 - 6 جر (2- 6 +3 - 6 ل مامه - 0 بر 
عميل فى الدقيقة 1.4211 * 
عند ينك صغير موظفات اثنان فوا كفاءة منساوية . ويستطيع كل منبما التعامل مع العملاء وائهاء اجراءاتهم بمعدل 60 كل صاعة 
برمن خددمة فعلى موزع أي . يصل العملاء إلى البنك طبقا لعملية بواسون بمعدل متوسط 100 فى الساعة . حدد : ( أ ) احتال 
أن بكون بالبنلك أكثر من ثلاثة عملاء فى نفس الوقث . ( ب ) احال أن يكون أحد الموظفين بدون عمل . ( ج ) احقال أن 
يقضى العميل أكثر من ثلاث دقائق فى البنك ٠‏ : 


هذا النظام هو 2 فيه 100 4 se‏ .60 - مم + حيث إن 


100 5 
°") < 


08 
3 
. 


اه - 


وتظهر حالة الاستقرار أخيرأ . باستخدام ( ١4‏ - ه ) نحسب 


Rao 2 Ra) 1)) د‎ 


أو 9 = 1/11 كم . وتتحدد باق احقالات الحالة المستقرة بعد ذلك من ( ۲٤‏ = ) 


p= 62 (1 3= 0.1515 
م‎ (= = 0.1263 


_ 266) (N 
کے‎ (= 0.1052 
دي‎ pps = 2 )0.1052( - 7 
وهكذا‎ 
1- (po+ pı + p+ p) = 1 (0.0909+ 0.1515 + 0.1263 + 0.1052) = 05261 أ(‎ ( 
ب ) یکون الموظض بدون عمل إذا لم يكن هناك عملاء فى البنك » أو إذا كان هناك عميلى واحد فى البنك » وهذا العميل‎ ( 
يجرى خدمته بواسطة الموظض. الآخر.‎ 
po + }p, = 0.0909 + (0.1515) = 0.1667 


( ج ) باستخدام ( ۲٤‏ - ۸ ) نجد احټال آن يقضى العميل أكثر من ثلاث دقائق أو 1/20 ساعة فى البنك هو 
(BPO e7 OMe}‏ 1 
LETTE] 1 0413‏ تو نف ceme‏ = 7 


٩ - 4‏ لدى إخدى إدارات النقل الرسمية ث ثة ألم للتفتيش يكونون دائماً تحت الطلب » وعملهم هو تحليل ظروف الطريق بعد أى 
حادث. حطر دت على الطريق . والأطقم الثلاثة متساوية فى الكفاءة » ويأخذ كل منها فى المتوسط يومين لفتحص الطريق وكتابة 
التقرير عن الحادث بزمن موزع أَسياً . وعدد الحوادث الخطرة على الطريق يتبع عملية بواسون بمعدل متوسط 300 فى السئة . 
حدد و۷ W۷,‏ ب ,1 ذه العملية » ووضح معنى كل من هذه القيم . 


هذه العملية عى 2488/3 فیا 300 م ۸ حادث فی السئة . 182.5 365/2 جد مر ترب لکل طاق تیش لكل سنة و 


٠ 


0 
PUBS) 5 


لااد قيمة يهل من ( 7-74 ) يجب آن نحده .مع أولا . من ( ١ - ۲٤‏ ) 


1 EXE) 300. 
“3~ 00 20 325 


a 563263‏ ) +تددوده- 
حیث إن 7 = 1/5.63263 مم › فإن ۰ 


22 (77 2 
دمة‎ OD 0354 


AY —-‏ مد 


7-41 


وف المتوسط » فإن الادارة تكون عندها حوادث متأخرة 0.3524 . 


باستخدام ( ۲۴۳ - ٩‏ ) عند ۸۸-0 نحصل على 


يوم 0.429 = W, = 5 (0.3524) 0.001175 year‏ 
والوقت المستغرق » فى المتوسط » أقل قليآا من 1/2 يوم بين الحادث الخطير وبدء الفحص . 


وينعج من ( 77 - 4 ) أن 


W= 0.001175 + حب‎ 0.006654 year = 2.429 Lys 


وى الوسط » تأحذ الإدارة أقل قليد من 1⁄2 2 يوم لانهاء العمل جرد حدوث حادث خطر . 
وأخيراً » من ( +؟ - ه ) تحدد أن 
حادث 1.996 = (300(0.006654 = 1 


فى المتوسطٍ » نكون لدى الإدارة حالتان تفرياً تحت الحكم منتظرتان القرار التائ . 


فى إحدى محطات الخدمة على طريق زراعى طلمية واحدة للبنزين . تصل العربات للمحطة بتوزيع بواسون بمعدل متوسط 10 
الساعة . والزمن اللازم لمندمة العربة موزع أَسئيا بمتوسط دقيقتين . تستطيع المحطة استيعاب أربع عريات بحد أقصى . وتمنع قوانين 
المرور العربات من الاننظار خسارج الشحطة . حدد : ( أ ) متوسط عدد العربات ف الوقت الواحد بامحطة . ( ب ) متوسط الزمن 
الذي يتعظره العميل بالحطة متعظراً الخدمة . ( ج) متوسط العائد الذى تفقده المحطة بسبب ذهاب العميل "إلى مكان آخر 
للحصول على الخدمة إذا كانت الحطة معلعة » وكان معوسط البيع للعميل 15.00 دولار . 
هذا النظام هو : 28/14/1/4 فيه 
ف الساعة 30 - دقيقة 4ع مع ع ملل 
معدل الوصول إلى الحظطة فى الساعة هو : الساعة10 = ۸ ؛ لذلك تكون معدلات الوصول داخل النحطة هى : 


(0,1,2,9= ب الساعة 1 1 
(..,4,5-م) الشاعة 0 1 " 


وكنافة المرور إلى داخل النظام هى 1/3 - بر/( ع م 
(أ)من(4؟-١)‏ 


„1 5(7 _ 
L=z Ty 04793 عر به‎ 


وب) للحصول على ۾ نستخدم ( ۲۳ - 4 ) بعد تحديد Ww.‏ لم SONT YE) (I YE) ja‏ 


(+؟ - ه) على التوالى . وهنا 
(1/302/3) - 
Pa= 1-7 = 0.008264‏ 


وحيث إن الساعة 9,917 2 (0.008264 - 10)1 > 3 فى الساعة » حيث تمثل متوسط معدل دخول العربات إلى المحطة » فإن 


a Kk e 


0.4793 
ساعه 0.04833 > وو = WwW‏ 


ناية 54 ب* ساعه 0,015 - حل - 004833 - ,80 


( ج ) ترفض العربات الدخول إلى أمحخطة بمعدل 
فى الساعة 0.083 = 9.917 +10 = ۸-2 


لذلك يكون متوسط معدل العائد المفقود هو 1,25 > (815(0.083 دولار فى الساعة 


م بمخطة خخدمة سيارات من نوغ اخخدم نفسلك ٠‏ توجد أربعة أجهزة يمكن للعملاء بواسطتبا تنظيف وتلميع سيارائهم » يجانب' 
غرفة تستوعب ثلاث سيارات إضافية عندما تككون كل الأجهزة ممتاعة . يصل العملاء: إلى مكان غسيل السيارات بتوزيع بواسون 
بمعدل. متوسط 15 ق الساعة . وإذا لم يكن هناك مكان للغملاء » فإنهم يذهيون إلى أي مكان آخر . والرمن اللازم -كدمة 
السيازة. يتبع التوزيع الأمنّى بمتوسبط 12 دقيقة . حدد : (1).متوسط عدد السياراث بمحظة غسيل السياراث فى أى وقت . 
( ب ) معدل رفضى. السيارات الرائدة عن إمكانيات الحطة . 


ا النظام. نظ 2011 قبه 
EE e 3‏ الساعة ص الساعة 5ع 


(أ) لتحدید :1 تستخدم ( ۲۳ د ه ) بهذ حساب .W‏ ۷ م ,د هل وتو على القوال . 


من ( A= 2T .)۱۳ ۳ ۴٤‏ 
لاح تلفق ...م 
Ea] = C2228 = 009‏ = 
من ( ۲۴ ۱٩‏ ) , 
GT (1+ (G/4Y ~ (1143X3147 10.04499) = 0.4768 «je‏ 01 - خ وم 
باستخدام ( 74 - ۱4 ) جد أن 
EL o.09) = 005406‏ بر 
ومن ( ۲۹~ ٩٩‏ 
في الساعة 14.04 = (0.06406- 151 = Ã‏ 
وأخواً 3 


ساعد 003396 د 924768 w=‏ 
1404 


سناعه 0 Wa‏ 
عرب 3.285 = (14.04)(0.23396{= L= ÃW‏ 
ليك عربة فى الساعة 0.96 = 15-14:04 = 4-۸ . 


لدت 


8-55 يصل العملاء إلى محل حلاقة بمعدل خمسة فى الساعة . ومعدل الوصول الفعلى يتبع توزيع بواسون . يوجد حلاق واحد فقط فى 
كل الأوقات وأربعة كرامى للعملاء الذين يصلون أثناء انشغال الحلاق . وتحدد تعليمات الحريق أكبر عدد ممكن من العملاء 
امحل بخمسة عملاء فقط . والعملاء الذين يصلون عندما يكون الصالون كاملا لا يدخلون » ويعتير دخلهم خسارة على امحل . 
وزمن الخدمة للحلاق موزع أَميا » ولكن يتقير متوسط زمن الخدمة بتغير عدد العملاء فى امحل . فعندما متلىء امحل يخاول 
الحلاق الإسراع بالخدمة , وبذلك يصبح أقل كفاءة » كا هو موضح بالجدول المرفق 


حبدد : ( أ ) متوسط عد الأشخاص بالل فى نفس الوقت . ( ب ) الوقت المتوقع الذى ينتظرة العميل للحصول على الخدمة . 
( ج ) نسبة الوقت الذى يكون فيه الحلاق بدون عمل . 

هذا النظام ذو طاقة محدودة » ولكن ليس نظام ع/ م/ /١‏ ه ؛ لأن زمن الخدمة معتمد على الخال . وبالرغم من ذلك .. فإن 
مقاييس الفعالية يمكين أن تحمسب مباشرة بمجرد معرفة احهالات الحالة المستقرة . يكون معدل الوصول إلى حل لهذا النظام هي : 
فى لباعة 5= فى الدقيقة (1/12) ل عه لذلك يكون معدل الدخول إلى المحل فى الدقيقة هو : 





9 O 12 15 2 


0,1,2:3,4ع م 12 
6,3 ,5ه ه) 3 


ويكون متوسظ معدل الخدمة فى الدقيقة فو : 1/20 وم ,1/15 عمسم ,1/12 حوس ,1/10 “جم ,11/9 وتمطى 
اجهالات الخالة المستقرة بالمعادلة ( 74 - ١‏ ) » کا فى 


کے ےر دد دعو فك 
33° يي 2 3# بسك 
ےہ ہو کے ہرز ذه رو لھ ے 
چو ۹ P5‏ س م 
يوق 
Pn =0 (n>5)‏ مج ميم كن وم 
وبالتعديل نبد أن 
7 وط أو مم5.0833 ع يم :8 =1 
REQ‏ 
ومن مم .0.2561 pı = 0.1475, p= 0.1230, ps = 0.1230, p= 0.1537, and ps=‏ 


( أ ) عميل 2.658 > (5)0.2561 + (4)0,1537 + (3)0.1230 +)2(0.1230 +)1(0.1475 = np.‏ 2 رق 


( ب ) نصتخدم ( ۲۳ ~ ٩‏ ) لتحديد جكأة بعد حساب ير » چا من (554-؟9) 


om 4 ee 3 
Ã = مما يل‎ © j (1~ pa) = 159 فى الدقيقة‎ 


و )1 = 8( and‏ 
l= 2 (n~ 1p, = (10.1230) + (20.1230) + )3()0.1537( + )4()0.2561(‏ 
god‏ 
عميل 1.8545 ع 
لذلك 
2 1.8545 
دقيقة .30.31 ا We‏ 
( جه ) يكون الحلاق بدون عمل عندما لا يكون هناك عملام بامحل . وهذا يحدث باحتال 0.1967 کدرو ء أو أقل من 
0 فى المية من الرمن . 


م - 


ل محطة المخدمة المذكورة فى المسألة ( ۲١‏ - ۷ ) لها شعبية كبيرة ء لأنها تبيع البنزين يشمن أقل ليلا من الافسين . والشمن مع ذلك 
ليس قليلا بشكل يتناسب مع طول فترة الانتظار في الصف ء لذلك فإن العملاء يخرجون من الصف طيقاً لدالة العخطى : 


)1 ,0 > ©) فى الجاعة 9„ 
(4 ,3 ,2 = اف الساعة (n) e‏ 


: أ ) متوسبط عدد العربات فى امخطة فى أى وقت . ( ب ) عدد العربات المتوقع الذى يترك الصف فى كل ساعة . 
هذا النظام هو 84/84/1/4 وفيه تخطى . بالتبادل .. يمكن النظر إليه على أنه نظام 7/1 . وفيه تخطى . وفيه تزاحم 
إجبارى عددما تصل حالة النظام إلى أربعة عملاء . ومن هذا المدخل الأخير ء تكون دالة التراحم هى : 


51 

5-3 ,4= ا )م 

رف أى الطريقتين يكون معدل الوصول إلى الحطة هو 101 = ۸ ف الساعة » ومعدل خدمة العملاء هو "۸ 30 = عر فى 
الساعة » م ف المسألة 54 - “و . ويتبع ذلك أن معدل الوضول للعملاء داخل المحطة هو 


(0,1,2,3 ع ا 2 
4,5,..3 = وو ف الساعة 0 5 


ويون متوسط معدل خدمة. العملاء خلال النظام » سواء بخدمتهم فعلا أم تركهم يتركون الصف هو 


30+00 > (7)1 + بورع رير 
8 - 2.718 +30 ع (7)2 + ير عد وير 
٣)3( = 30 + 4.482 = 2‏ + بير ع وير 
p+ 7(4) = 30 + 7.389 = 3.39‏ = 4 


لتحديد احتالات الخحالة المستقرة نستخدم ( 54 - ١‏ ) » ومنها نحسب مقاييس الفعالية المطلوبة مباشرة . لاحظ أن 
٠١ -54(‏ ) حبتى ( 15-754 ) » والتى تفترض أزمنة خدمة أمنّية لكل العملاء » لا تنطبق على هذه العملية . 


0 
po = (0.3333)‏ 0 م 
#1 
pı™ 3371 35 7 (0.3333)po = (0.1019)po‏ 2 لك ديم 
a 4‏ :0 5 
0.02955 = 0.1019 ویچ - مم شد ديم 
23 
02955)po = 0: .007903)po‏ .0 و و > دقر 2 P«‏ 
و 0= بم لكل قم ....,5,6 = ۾ . بالتعدیل » 
po = 0.6789‏ أو J pn = (1.473)po‏ =1 


ne0 


pı = 0.2263, p2 = 0.0692, p= 0.0201, and p4 = 0.0054. وبالتای‎ 


4 ١ 
L= 2 npn = 1(0.2263) + 2(0.0692) + 3(0.0201) + 4)0.0054( عربة 0.4466 ع‎ )1( 


n=) 
ب ) معدل ترك الصيف » بالعربة ف كل ساعة هو دالة لحالة النظام » ويكون (#)” . لذلك .. يكون العده التوقعم‎ ( 
للسيارات 7 الى ترك الصف فى الساعة هو‎ 
N= 5 r(r)p, = (00.6789) + (010.2263) + (2.718)(0.0692) + (4. 4820 0201( + )7: 3890. 0054) 


a0 


عربة فى الماعة 0.3181 ع 


0 


1 - ¥4 


¥ ~ê 


¥ ~ $ 


4 “¥4 


18 - 5 


مسائل مكملة 
Supplementary Problems‏ 


يعمل موظفان فى أحد الخابز » ويمكن لكل منها التعامل مع 30 عميل فى الساعة » بأزمنة خدمة موزعة أا . يصل العملاء إلى 
انخبز طبقاً لحملية بواسون بمعدل متوسط 40 فى الساعة . حدد : ( أ ) نسبة الزمن التى يكون فيبا الموظف بدون عمل اب 
احتال أن يكون هناك أكثر من عميلين منتظرى الخدمة فى أى وقت . 1 


مخطة مترو أنفاق بها خمسة تليفونات عامة . وخلال ساعات الذروة » بعد الظهر » يصل الأفراذ الذين يرغبون فى عمل المكالمات. 
الثليفونية إلى التليفونات بعملية بواسون » بمعدل.100 فى الساعة . متوسط المكالمة الواحدة هو.دقيقتان وبزمن فعلى موزع أَنيأ . 
خلاد : (أ) الزمن المتوقع للفرد للاننظار لعمل المكامة اعليفونية بمجرد أن يصل إلى التليفون (٠‏ ب ) احتال. أن يزيد هذا الزمن 
عن دقيقة واحدة . ( ج ) عدد الأشخاص المتوقع أن يستخدموا أو ينتظروا التليفونات... 


فى أحد البنولك موظفان إثنان , أحدها للإيداع » والآخر للسحب . وزمن الخدمة لكل موظف موزع أمياً بمتوسغل أدقيقة 
واحده . يصل العملاء إلى البنلك بعملية بواسون.. بمعدل متوسط 40 فى الساعة ؛ ومن المفترض ( انظر المسألة 35-1١‏ ) أن 
كل من المووعين أو الساجبين يشكلون صفوفاً منفصلة بعملية بواسون » كل منهم بمحدل متوسط 20 فى السباعة » ولا" يوجد 

عميل ودع وساجب فى نفس الوقت . يفكر البنك فى تغبير النظام » جيث يعمل كل موظف للتعامل بالايداع والشحب معا . 
يتوقع الباك أن يزيد متوسط زمن ن الخدمة للموظف الواحد إلى 1.2 دقيقة » ولكن يأمل أن هذا النُم سيمنع الصفوف الطويلة 
من آمام أخلہ الموظفين » ء بيغا يظل الآخر بدون غنمل » وهو الوضع الذى يحدث من وقت لأخر فى الحالة الخالية . حلل النظامين 
بالتسبة متوسطد الوقت العاطل للموظف ء وبالنسبة لعدد العملا المتوقع فى البنك فى أى وقت . 


إحدى: الشركات.تُعين خدمة تليفونية للإجاية على المكالمات التليفونية الواردة . يعمل بهذه المخدمة عامل واحد له القدرة على 
الاحتفاظ بمكالمنين على الخط إذا كان العامل منشغلا بمكالمة أخرى . إذا كانت المنطوط الثلائة مشغولة ( واحد مع العامل ع 
وائنان للاحتفاظ بالعميلين على الخط ) يتلقى العميل إشارة « مشغول » تصصل المكالمات إلى الشركه طبقاً لعملية بواسون بمعدل 
متوسط 20 في الساعة . وبمجرد الاتصال بالعامل يكون زمن المكالمة موزع أَبيياً بمتوسط دقيقة واحده . 

حده : () احهال أن طالب الكالمة يتلقى إشارة « مشغول » . ( ب ) احهال أن طالب المكألة ييقى منتظراً غلى الخخط . 
( ج ) احتال أن طالب المكالة يتجدث مع العامل بمجرد الاتصال . 


أذ محلات الأكل الصينية به مكان لاستيعاب خمسبة عملاء على الأكثر . وخلال أشهر الشتاء يلاحظ أنه عندما يصل العملاء 


وکود ال متا لا قف آحد عارع اغل ف الف ار وو ل ملآع . يضضل العملاء إلى اشحل بعملية 
بواسون معدل متوسط 15 فى الساعة . ع يخدم انحل العملاء معدل متوسط 15 فى الساعة بزمن خدمة موزع أن . يعمل بال 
صاحيه فقط الذى يخدم العملاء بأسلوب من يحضي أولَا يُخدم ألا . حدد : ( أ ) متوسط عدد العهلاء فى امحل فى أى وقت , 
( ب ) الزمن ن المتوقع الذى يقضيه العمل لاثتظار الخدمة . ( ج ) المعدل المتوقع خسارة العائد تنيجمة ضيق المكان بالحل إذا كان 
متؤسط فاتئورة العميل 10.00 دولارات . 


— Y~ 


توجه إحدى شركات الأوتوبيسات عربتها إلى مكان الخدمة لإجراء الصيانة كل 25000 ميل E‏ 
كل يوم » وبها طاقم خدمة واحد يستطيع العمل بأوتوبيس واحد فى الوقت الواحد . وزمن خدمة الأوتوبيس الواحد موزع أمليا 
بمعدل متوسط 12 فى اليوم . وعند السائقين تعليمات بعدم دخول محطة الخدمة إذا كان هناك أربعة. أوتوبيسات أو اکر 
ويعودون إلى مكان آخر للضبط . حدد : (أ) الزمن المتوقع الذى يقضيه الأوتوبيس بمكان الخدمة إذا بقى هناك . ( ب ) 
الخسارة النقدية المتوقعة للشركة من ضيق مكان الخدمة إذا كانت تكلفة إرصال العربة لمكان الخدمة وعودتها بدون إجراء الخدمة 
ھی 80 دولاراً . 


شركة السيارات المذكورة ف المسألة 4؟ - 15 تفكر فى زيادة الأطقم إلى طاقمى خدمة ذى كفاءة متساوية . تكلفة إضافة 
طاقم زيادة هى 300 دولار فى اليوم . هل توصى بعمل هذا التعديل ؟ # 


في أحد أقسام مستشفى خمس غرف . يصل مرضى هذا القسم إلى المستشفى بعملية بواسون بمعدل متوسط 12 فى اليوم » 
ويقيمون بغرف القسم إذا كانت متامحة » وإلا يُوجهون إلى مستشفى آخخر . يشغل المريض الغرفة لمدة 6 ساعات فى المتوسط ؛ 


1 ويوزع الزمن أَمياً حول هذا العوسط . حده : ( أ ) معدل اشغال الغرف ( النسبة العوية للغرف المشغولة فى المدى الطويل ) . 


19-08 
لاو‎ - 5 
١8-15 
١4-4 
80-6 
9١-4 


( ب ) معدل توجيه المرضى إلى مستشفيات أخرى . 

2 8 5 ۴ 1 كك‎ f 
فى أحد الخازن موظفان اثنان » يستطليع كل منبما خخدمة العملاء بمعدل متوسط 60 فى الساعة + ويوزع زمن الخدمة أسيا . طاقة‎ 
الخرن خمسة عملاء » دون السماح بالانتظار بالخارج . يصل العملاء إلى الزن بعملية بواسون » حيث يعتمد معدل الوصول‎ 


على عدد الأشخاص بانغزن ا بلى : 


العدد باخزن 





حدد : (أ) عدد العملاء المتوقع أن يكونوا معاً بالخرن . ( ب ) الزمن المتوقع الذى يجب أن ينعظره المميل لاتتظار الدمة . 
( ج ) المعدل المتوقع الذى يُفقد به الحملاء نتيجة ضيق المكان . 


بإحدى عطات غسيل العرباث غرفة غسيل لثلاث عربات » وممران لغسل عربتين . كلل مر يستوعب عربة واحمدة فى الوقت 
الواحد . تصبل العربات بعملية بواسون بمعدل متوسط 20 فى الساعة » ولا يسمح هم بالدخول إذا كانت المحطة متلعة . يتم 
الفسيل والتنظيف يدوياً ؛ ويتبع التوزيع الأس . وفى الظروف الحادية يخدم: كل ثمر العربة فى 5 دقائق . ومع ذللث .۔ إا انیٹ 
عربتان أو أكثعر منتظرق الخدمة , فإن عملية الغسيل تتم بالبخار لتقليل زمن الخدمة إلى 4 دقائق . حدد : ( أ ) المد المتوقع 
للعربات بمكان الغسيل . ( ب ) الزمن المترقع الذى نقضيه العربة بمكان الفسيل إذا سمح ها بالدخول . 


يصل العملاء إلى عمل أكل صغير بعملية بوامنون بمعدل متوسط 30 فى الساعة . يستطيع الشعل استيعاب أربعة. عملاء على الأكار ء 
وعندما يككون متلا لا سمح للعملاء ء بالدخول : ويفقد امحل التغامل معهم أ وصاحب. الحل هو مادم الندمة الوحيد » وثرزع 
زمن خدمته أُميْياً طالما يوجد ولو عميل واحد فى امحل . ومتوسط زمن الخدمة هو 3 دقائقي, . ويصبح صاحب امحل » مع فلك » 
أكثر كفاءة إذا امئلاً امحل ٠‏ ويقلل مادثاته مع العملاء » ويُخفض متوسط زمن الخدمة دقيقة واحده لكل عميل فى صف الانتظار 
للخلامة . حده : ( أ ) عدد العملا المتوقع أن يكونوا معأ بامحل ( ذون صاخب انحل ) . ( ب ) متوسط زمن الخدمة لصاحب 
اهل . 


~~ FTA — 


8 - ۷۷ حدد احتالات حالة الاستقرار لنظام 2/4/28/1 وفيه تزاحم » إذا كان هناك 20 فى الة فرصة تخطى عندما يكون هناك عميل 
أو أكثر فى النظام . 

4 - 98 حل المسألة ۲١ - ۲١‏ إذا كان احقال الزبائن الذين لا ينتظرون بالصف ( التزاحم ) هو *(إم --1 عندما تكون حالة النظام 
3 مرا ده 

۴4 - ۲4 حل المسألة ٠١ - ٤‏ إذا ترك العملاء الصف طيقاً لدالة التخطى 

,0= ]ى الساعة0 f‏ 
(5 ,2,3,4 = :)فى الساعة 8 = rin)‏ 

14 - 8؟ ترجم ( 4~ ١‏ دم > مصعم بدلالة معدلات الانتقال . 

99-4 بين أن مه + مة علط لنظام M/s‏ 

5 - ¥ اشتق (5؟- .)١1-0755:(2)1١“‏ 

۲4 - ۲۸ بين أن احتالات الحالة المستقرة لنظام - 1//24/5/16 تخفض إلى احتالات نظام 24/24/1/26 إذا كانت .1 وى 

٩ ~ 4‏ استتتج أنه لضا 4/4/s/K‏ 

ادو 
L= Ly +s~ FS (s~ np,‏ 
as0‏ 

)١ - ۲١ ( فى عملية الصفوف المشروحة فى المسألة ( 4؟ - ۸) حدد : أولا احالات الحالة المستقرة مباشرة من‎ ۴١ - ٤4 
(أ).‎ ۸ - ۲١ واستخدمها فى حساب 1 . قارن إجابتك بنتائج المسألة‎ 

۴١ - ۴‏ فى نظام م/2/4/84 عملية صفوف لا مط وضول بواسون بمعدل متوسط 8 ؛ وبه عدد مقدمى خدمة يستطليعون استيعاب 
كل العملاء الذين يصملون إلى النظام ؛ ومقدمى اللندمة لحم أزمنة خدمة مستقلة وموزعة أسياً بباراميتر 2 ؛ وكذلك طاقة خدمة 
غير محدودة . ينطبق هذا الفوذج دائماً على المدشآت ذات الخدمة الذاتية ( اخدم نفسك ) . بين أنه لنظام 4/04 ٠‏ فإن 
احهالات الحالة المستقرة تكوّن ترزيع براسون ذات باراميئر ‏ ۸کم ١م‏ حدد وا و ,۷ مل 

ام يُقبل الطلاب فى دورة تدريبية بالمراسلة فى الدوائر الكهربية بمجرد التسجيل » ثم يستكملون الدراسة فى أماكتبم . زمن استكمال 
الدراسة يتمم الوزن الأسّى يكتوسط 7 أسابيع . والتسجيلات الجديدة للدورة تيع توزيع بواسوث بمعدل متوسط 30 كل 
أسيوع . حلة : (أ) عدد الطلبة المتوقع نسجيلهم للدراسة . ( ب ) احيال أن يأعيذ الطالب أكار من 7 أسابيع لاستكمال 
الدورة . ( ملحوظة : اسعخدم نتائج للسألة ETS‏ 

6 - ۴ نظام صفوف ذا مصدر محدوه هو نظام له عدد عملاء محدود . هذا العدد يحب أن يكون صخيراً بسرجة كافية ع کیش انه 


لا يكون من المناسب تقريب عدد العملاء بواسطة المصادر الذود ؛ لآ هو الحال فى كل نظم الصفرف الأخري بالكتاب 
افترض أن 0 يتكون أمبلا من ۸ عميلى . وأزمنة وصوهم إلى نظام المخدمة هى عدد ولاق زمن فثل ر 
مستقلة موزعة 0 .2 . وعدد لحظة استكمال الخدمة , يعود العميل إلى المصدر 3ه 
عيدما تون حالة النطام م > تكون حالة المصدر .و » وهذا يعطى : 





A = (Noa)  (n=0,1,...,No) 


4 — 


44م 


4 - فم 


~4 


وأكثر من ذلك .. وعند 5>۸ مقدم خدمة لمم أزمنة خدمة مستقلة موزعة أُسيا لمم بارامر هر ء فإن 


® ر‎ «(e (n=1,2,...,s)} 
م1 +ع د يم س"‎ +2, ..., 300 


أوجد احهالات الخالة المستقرة بمعرفة ,بروئة > م ء وقارن يغالة المصدر أخدرد ( ۲6١(٠) - ۲٤‏ -). 


اسنبعج مبأشرة من (1) فى المسألة ( ۴٣ - ١4‏ أن 4 - م =3 


شركة تلك مس ماكينات ضعيفة تتلف بسرعة » ؤتمبتخدم موظفين اثنين لإصلاح هله الماكينات . كل موظش يمنتطيع 
إصلاج للأكينة ق ساعتين في امتويط ‏ وبورع زم الحدمة أا حول مترسطة . والماكينة التى يتم إصلاحها تعمل في المتوسط 
2 ساعة فل أن تللق مرة أخرى » وزمن النشخ موزع اسيا حول هذا المتوسط . حدد : ( أ) عدد الماكينات المتوقع أن 
يكون تحت التشغيل فى أى وقت . ( ب ) نسبة الوقت.الذى لا تكون فيه أى ماكينة تحت التشغيل . ( ملحوظة : استخدم 
نتائج المسائل 714 ¬ ۳۳ے ۲4 - ١ . ٣4‏ 


في عملية صفوف عامة » ارمز إلى متوسط عدد العملاء فى الخدية بالرمز ي ( وهو نفسه متوسط عدد مقدمى الخدمة 
المنشخلين ) قي كلل الفترات التى لا يكون فيبا النظام فارغاً . استنتج من صيغ ليتل أن متوسط زمن الخدمة لكل العملاء تحت 
الخدمة + ..1/8| يمكن. التعبير عنه. التالى : 


Yu — 


إجابات المسائل المكملة 
Answers to Supplementary Problems‏ 


الفصل الأول 1 CHAPTER‏ 


5-1 تعظم ١‏ 314 +282 داع 
علما بان 


35x, + 4x2 50‏ 
عند كلا من المتغيرين لا سلبى 
لاحظ أن : قيود الأعداد الصحيحة للمتغيرات غير مطلوبة » حيث يمكن انباء المباريات المستكملة جرثياً في الأسابيع التالية . 


۷-4 تصغير Ox + Bs + Bs‏ + ويرك + 2x + a‏ عاج 


20x, + 30x2 + 40x3 + 40x4 + Sx; + 30x = 70 علماً بان‎ 
SOx, + JOxa i 20x3 + 25x4 + SOxs + مت و20‎ 0 
Axıt Qxp+ lixs+ 10x 9xs+ 10x 20 


عند كل المتخررات لا سلبيه 


لاحظ أن : نحيث أن الغذاء ‏ ليس أحسن من الغذاء © الأرخص ثمناً » فإن لن يستخدم الغذاء ‏ فى إلخلطة المثلى . لذلك » 
فإن البرناج يمكن أن يبسط بالتعويض .0 ## وبر 


2 a OX; + Axa + تعظم مز :+ و6‎ A= 
3x + 2x2 + 2x5 + A 5 480 علماً بأن‎ 

Jı + xa + 29+ 3x. = 0 

Ax + xa + Ax x5 400 


Xs = 0‏ 
100 # و دير 
5 ک4 

كل المتغيراات لا سلبية 


4-8و تصغير “ون 0.25 + مبد 1.75 + ج: 2.80 + و 0.75 + :1.50 - م 
علمأ بن 0 = و02 02x‏ ~08 + يدذة.0-,:02 

0 غدوبر0.1 O9xa~‏ +ند0.1 - 03 

0 عدو 0.05 -مع 0,95- ون 0.05 - وبر 0,15 + 0.05% ~ 


2*1 Ka x Kat ويد‎ 2500 


E AK <0‏ 
١+‏ 
400 = 0 وا 
100 23 
50 ع 2 
5300 
کل اخرات ا سیه 


۰-۹ تعظم Sx?‏ +مد8 +105 + 15x4‏ + د15 + 17 +20 عدج 


145%, + 92x2 + 70x3 + 70x4 + 84x 14x6 + 47x7 علماً بأن  250 ك‎ 
x51 (=12,...,D 


عند » كل المتغيزات. صحيحة ولا سلبية 


١ 49-١‏ تكاليف تسلم الموديل من المصنع إلى الضائع هى تكلقة الانتاج' يالاضافة إلى تكلفة الشحن 


تضغير 0.15 +1103 +--+ )0.13 +1.10( + (1.10+0.11)xı‏ عع 
علماً بأن 7500 xut x + Xa} x45‏ 
xı + kaa Xas + xa 10 000 ١‏ 

810 كت بود + دوا + وول لوو 

x Xa + X31 = 420‏ 
80 = جود + مويق + ورف 
0 = دو + جو + وو 
00 عه مو مو مډ 


كل المتغيرات: صبخيحة ولا سلبية 


E E عي اتات مر لست علا ف واه‎ ۲-١ 
. الكمية بالرطلى من المامبورجر » فطائر النزهة أرغفة اللحم‎ 


(200 ~02 x1 0.1 x3) + (800 ~ 0.5 xı ~ 0.52 * 04x5) +150 -0.2~ 0.3 تضخيو‎ 


:علماً بان 010+ 02 
04x35 800‏ + ي<0.5 + يعر 0.5 
0 5 :0,3 + يد 0:2 
كل المتغيرات لا ميلبية 


يكاقء الهدف . 0.8 + يد 0.7 +071 عع 
fF ~۸‏ تصغير 11135 + م80 + ٠٠ ١‏ + درج130 +1222 +وبور145 =2 
3 
علما بان (5 ,23,4 ,1= (i‏ ام 
i41 ,‏ 


م 5 م 
Su =1 (f=1,23,4,5(‏ 
8 )= 


عند كل المتغيرات صحيحة .ولا سلبية 


± = 210000, + 190 00× + 1820003  ريقصت‎ ` ٠ 4-۹ 
40x, + 65x2 1500 ١ علماً يان‎ 
. 35x + 53x > 10 : 
Xi = 30 
xz ك‎ 0 
x= 30 


كل المتغيراتء ضصحيبحة ولا سلبية 


e 


PNT لس‎ 


z = 250x, + )600 = ×2 تعظم‎ e 
0.25%: + 0.40 = 500 علماً بأن‎ 
0.75% + 0.60 x2 = 20 


عند كلا من المغيرين لا سلبى 


. الطاقة الوضعية للنظام ( لمستوى مناسب ) تتناسب مع ,ع + 8 + © وهذه الطاقة حد أدني عند الاثران‎ ۹ - ١ 


CHAPTER 2 : I الفصل‎ 


. مھ وپ پر خود » غند كل متغير جديد لاا سلبى‎ ux. E N~ 
. -1 اضرب القيد الأول فى‎ 


[X, X4, X5, X6, XH, ta, Xo] Ca[2,-1, 1,4; ~40, 0j‏ كل 
TF 2‏ 9 1 3- 3 2 2- 5- 
]م ]عه 11 0 1- 1 2 2- 2 ]عه 
A-1‏ (11,0,0,0 ,مقا ع6 7[ Xs, X4,‏ مواد و ]1 , 
وكد 150 0 0 1 2 1 
Be] 200 Ko) Xa‏ 0 1 0 4 l3=ۍA‏ 
xs‏ | 175 1 0 0 1 6 
KE [X1 X2, X3, Xa, X5, X6, 37, sj Cë {[10, 11,0, 0,0, =, ~M, “Mj 4¥‏ 
Xe‏ 150 0100 0 12-1[ 
B=| 200 Xom x”‏ 0 1 0 0 1~ 0 4 3 lۍ#A‏ 
Xe‏ 175 001 1- 0 0 1 6 
د Ke [Xs, X2, X3, Xa, X5, X6, X7, Xa © 2 ]3, 2, 4, 6,0, 0, M, MJ"‏ 


[ا»* [منا»5 ل1 1 


X «© ]21, بعتا بو ,و2‎ sj Ca f6, 3,4, M, MY 11-9 


sol s5} كا«‎ 


f~ ¥‏ دغ ,× - ولا - بلا » عند كل متغير جديد لا سلبى . لذلك يمكن استخدام و× و و كجوء من الل المبدي بمجره قسمة 
القيد الثانى على 2 , 


X= [x x, x, xs, 3e xT C= [0,231.1 MT 
2 70 8 0 1 7 35 
Am 245 4 0 1 -1 80 B=} $ Kom} xs 
1 010 00 11 la. x3 


Aes 


X4, X5, X6, X7, X8, X5, X10] C= [10, 2, ~1, 0, 0,0,0, M, M, MF #9‏ روك رود ,رع Km‏ 
9 50 0000 00 1 110 
9 10 10 0 10- 0 110 
A=l0 110 01 0000 B=! 3% Xo # Î xg‏ 
x‏ | 7 0 00-101 0110 
2 60 0001 00 1110 
الفصل الثالث : 
۳ وو الا ”11:23 اليست على خط الشزيحة بين النقطتين الأخريتين . 
VF‏ 3 2 
]6 “[نأ» ل »ماد زي]ه زناه 
A~—‏ ( ب )» (ج ) جما حلان ممكنان أساسيان ؛ ( ب ) تحرف . 
EF‏ 9[ 01 0 1 3 1 2 1 
و اع ]| 0 إاد+ | 1 I+xs| 0O I+ xsl‏ 3 إمد+ | xj 2 |+xol 1 |+ xs| O0‏ 
0 1 0| .|0 0 1 1 1- 
۲۰۴ راع)ء (ج)ء (د) هم حلول ممكنة أساسية منحرفة . 
۴ - ۲۱ دع 676 - 00 وافرض الحد الادئی غا ,س » عند .و9 4ه ,8 فإنه عند ,1 و8 +,8 ,0 يق ,0 رقم 
fH(BIP1 + BaP) = BJPD)+ Bf P2)= Bim + Bam = m‏ 
۴ - ۲۲ إذا كانث امجموعة الفرعية معتمدة خحطياً » فإن الثوايث اللاصفرية الى حققت ( ١ - ٣‏ ) هذه امجموعة الفرعية ستحقق أيضاً 
١ - + (‏ ) لكل امجموعة بأخذ كل الثوابت الأخرى أصغاراً . وهذا سيتضمن أن المجموعة معتمدة خبطياً وهى ليست كذلك . 
۲۴-۴ فى ( ع - )١‏ نحط الثابت أمام المتجه العنصرى ليكون لأصفرى وكل الثوابت الأخرى أصفاراً . 
الفصل الرايع : 
7 2 5 42 13 16 
4-4 سے 2ں 3 1١-14‏ کے پک = 
x1 5 2 52 5 ٩ xî 3. ×3 5 2 3‏ 
٠6-85‏ لے 8 xî = 12857, x= 1857.1 2= ~3128 15-4 x=‏ 


ERE 


و١-5‎ 


15-5 


48-5 


159-55 


¥ ~ & 


18-4 
41-5 
4-.ه» 
1-4؟ 
0-4و" 
f~ §‏ 


f~ §& 


لايوجد حل ممكن 


.0 27 ع *ع :0 ع ؤعر. ,0 - قع ,1000 > 3« ,500 - ؤيد ,700 - 5د ,0 د قير 
( لا ينحرف الحل فحسب بل يحتوى الحل على متغير صناعى صفرى ضهن المتغيرات الأساسية . هذا يمكن أن يحدث عندما 
يكون واحد أو أكثر من القيود غير“مطلوب ( زيادة ) . وهنا يكون القيد الأخير هو مجموع القيدين الأولين ناقص مجموع 
الاثبين التاليين ) . 
x = 23.8095, x3 = 32.1429; 2* - 1667.‏ 


xî =0, x = 423077, xX =0, x = 153.846; 2* = 176923. 
لا يوجد حد أعلى‎ 


xf = 6.66667, x3 = 0.555556, x3 = 0; 2° = 41.6667. 


x} = 30, x =0, x§ = 30; 2* = 270. 


xf = 69 090.9 bbl, x$ = 17272.7 bbl, x3 = 2272.73 bbl, قن‎ 2727.27 bbl; 2° = $235 454. 


۰ 


xf = 0.90909 oz, x3 = 1.81818 Oz, x = x = x§ تح *ج :0 د وبر ع‎ 
x = 50, x3 =0, x ع‎ 145, x5 = 10; 2* = 1250. 
xî = 93.75 gal, x3 = 125 gal, xX = 56.25 gal, x =0, x= 225 gal; مح *ج‎ 25. 


xî = 937.5 lb, x3 = 562.5 b, x3 = 125 رط‎ z*=0b. 


الفصل الخامس : 5 C8APTER‏ 


¥ ~ @ 


` 4~ @ 


z = 4w, + تعظم وسد6 + ج10‎ 
م21‎ + 4w + was 12 علا بأن‎ 
6w + 2w was 26 


Swi + w+ 2w 80‏ 
عند كدق المتغيرات لا سلبية 


اضرب القيد الأخير فى الل الأول فى 1- . 

2 = wı + 5wa— Ws تعظم‎ 

2w, = علماً بان 3کس‎ 
Swı + 4wa+ 6W S2 
~~ 2w — wS 1 
wı + 2w — Twa 5 2 
ويو5 - يبيرق + وبر‎ 3 

عند : كلى المتغيرات لا سلبية 


سم 


± = 25 Ww, + 30W + تصغير وور35‎ ١ةه-ه‎ 
Tı + 2w + 6w =6 علماً بن‎ 

~1lwı ~ 8wa~ ` wa 5 1 
wı + 6wa+ Tw =3 


غند كل المتغيرات لا سلبية 
( الطرف الأمن للقيذ الثانى آل إلى موجب ) 


ف - ۱۹ إدخل متغير زائد ويد فى القيد الأول 


تصخير ã #16, + 20W»‏ 
علماً بأن 10 ع م3 + رسيو 
215 نيك 
20 و2 + رهزت 

wi WE225 
3-37 = 0 


لاحظ أن هذا البرناج ليس له حل ممكن ) . 


وه باو تعظم ونبرك + رجو عه ج 
علماً بأن 1 dwa‏ 

2 كرد جربو 

1 وهو3 + رب 


۹۸-۵ فى كلا الحالتين 92 + 
م-94ؤ 252 ع *ج 0ع وبر ع تجرد زبر »ع وأع ,1.25 ع 3ير 


۵ د ۲۰ اضرب كل قيد فى 1- فيكون الازدواج المهائل هو 


تصخر +wı ~ w2 ~ 4Ws‏ = 2 
علماً بأن 5 “w~ 4wa~ waz‏ 
2 ج2 ووو -- ج337 - واي - 
عند : كل المتغيرات لا صابية 
البرناج ليس له حل ممكن . 


2= Sw ~ Sw 99~ @ 


بأن 1~ WF was‏ 
1~ کڈ را س روس 


FF 


۲۲-8 افير المساعد الثائى فى الخل الأمثل للبرناج الأول , 23 يكون موجباً , لذلك 805 يجب أن يكون صفراً ( کا هو فى الصف 
الأخير من جدول 2 ) 


شان 


wf=0, w= 1B. F-8‏ ;2= ,0ع لد ,1/3 ع وعد 


٩ - 5 عن نتائج المسألة‎ ۲4 - ۵ 
BWo = CX, = BTW ۴ CTX = BW = CTX 


لذلك ء 70 تكون مثلى , 60" تكون مثلى . 


الفصل السادس ‏ 6 CH#APTÊR‏ 
س4 7 مع بلع قير ,3 ع وير ,1 ع زير 
~1 6= 2د وعم ,0ع زوع د زع ه أير 
9-4 .2°27 بزع قير ,7 عدقعر ,0ع ويد 

۲-۹ غير ممكن 


% ~۳ عدل المواقع 8 , © , 2  ,‏ لسعات 55 طن / اسبوع 


‘CHAPTER 7 : الفصل السايع‎ 
xî=1, xf = 4, x= 0; 2° =3. AV 
xf =3, x =0; 2= $30. ¥ 
xel, xî=3, x=0; 2° =7. oy 
xe xfa x0, x§=2; 2° =6 4y 
1ه ؤس ,7غ وه ,0 جاع‎ 25-712 YY 


x=1l, x3, x=0; 2 =7. با وو‎ 


CFA PTÊR 8 الفعل الثامن‎ 


٩ - ۸‏ تكلفة التقل تساوى تكلفة الانتاج زائد تكلفة الشحن . 


¬ FY — 


بس A‏ ا 


4 


الحامى 1 للصالة 5 المحاضى 2 للحالة 4 . المحامى 3 للحالة 3 , الحامى 4 للحالة 2 ؛ المحام 5 للحالة 
ب في ی ی ی 





ينتج المصيع 4 3200 وحدة للعميل 1 , 200 للعميل 11 


؛ وییقی 
للعميل 3 : 600 للعميل 111 2700 للعميلٌ 37 ؛ وينتج المصنع © 8100 وحدة 


بطاقة غير مشتغلة 


11 


0 ؛ وينتج المصنع 8 0 وحدة 





94~84 











البائع 1 التسليم 320000 جالون إلى المطار 3 » البائع 2 لتسلم 120000 جالون للمطار 2 وييقى عنده 150000 جالون ؛ البائع 3 
!تسلم 100000 جالون » 60000 جالون 0 جالون » على التوالى للمطارات 21 2 2 3 . 


م - 1١7‏ تعظم الربح يكافء تصغير الربح السالب . 





المصنع 4 لامداد إلحلات 1 ,2 ب 1800 » 7000 رغيف على التولى ؛ المصيع 28 لإمداد المحلات 3, 4 ب 550 ء 
0 رغيف على التوالى . 


— F ~ 


البية 3 ٠‏ | المديية للدية 2 .| المدبية 2 ]| الدهة1 | الدبية1ة 
الآخرين. بر | الآخرين لأكر_ | الآعرين | الأكير 





4 - 15 إذا كانت © مطروحة من كل عنصر ف الصف رقم ۲ , 4 من كل عنصر فى العمود رقم ؛ فإن الهدف الجديد 23 يرتبط بالمدف 
القدم » 2 : .,طق سب رومع > أ لذلك ؛ 2س 21 يكون ثابتا » وأى تخصيص يصغر الهدف الواحد يصغر الحدف الآخر . 


CHAPTER 9  : الفصل التاسع‎ 


1١١-89 














يد 
3 1 
3 


2 
و 
کک 
3 


ي 
5 







5 
1 
5 


ل 





ممت 





لم 





0 
elel 








16-4 








5 وحدة من الموقع 3 تمر خلال الموقع 3 إلى الموقع 5 ؛ 60 وحدة من الموقع 1 تمر خلال الموقع 3 إلى الموقع 6 » 
5 وحدة من الموقع » 
1 تحرر خلال الموقع 4 إلى الموقع 7 » 65 وحدة من الموقع 2 تمر خلال الموقع 4 إلى الموقع 7 . 


15-64 








تتسلم المديية 3 بعريتها السبعة من المدينة 1 . وتتسلم المدينة 4 مجموع 20 عربة من المدن 2,1 ء تحتفظ ب 18 متم وتشنحن 2 إلى 
المدينة 5 . ويوجد عجر 7 عربات فى الدينة 5 فى الوضع النباق . 


TEATS 


4 - 18 الخزن ! إلى الشركة 4 المخزن 2 إلى الشركة 3 ؛ خرن 3 إلى الشركة 2 » خرن 4 إلى الشركة 1 ؛ 
دولار .400 $325 = “2 


١5-4‏ المحامى 1 للحالة 5, احامى 2 للحالة ٠4‏ الحامى 3 للحالة 3> الحامى 4 للخالة 2ء الحامى 5 للحالة 
+ ساعة 
z*=436h.‏ 

¶- ¥ الل 3 مس 5 م 4 = 2 جد 1 عر 2*=270 


2" = 14 2س 5 هم 3 م 4 م اعد م ص 4 م اعد‎ e1, 4-٩ 


۲١ - ٩‏ أصفرفه التكلفة 


الطريق المغلق الذى يتقاطع مع نفسه 1 م 5 د 2 م 1 حب 4 مس ف مس 1 أرخص من أى دائرة ذات طول 5 . 


الفصل العاشر 10 C۸۴۲۸‏ 


٠س ١4‏ (أ) حد أعلى يل وشامل عند 1 ٠‏ وحد اد محدوه ( غلى ) وشامل عند :20 = × حد أدنى محدود ( على ) وشامل 
عند 3 = × ( ب ) حد أعلى محدود ( محلى ) وشامل عند 1 =× » حد ادى على وشامل عند 3 = × » حد أعلى مندود 
( محل ) وشامل عند .4 > * ۰( ج) حد أدنی محدود ( محلل ) وشامل عند 1- = × حد أعلى على عند 1 = × حد ادف 
لى عند 3= × , جد أعلى محدود ( مل ) وشامل عند 5 = » , 

١8-6‏ (أ) خد أعلى ( على ) عند 0 = × ۽ حد آدنی محل وشامل عند 1 = » حد أعلى ( على ) وشامل عند 3 ».(ب) حل 
أعلى ( محلل ) ؤشامل عند 0 = × » حد أدنى شامل عند 1= × » حد أعلى ( على ) وشامل عند 2 > # ١٠ج‏ ) حد أعلى 
( لی ) عند 0= × » حد أدن عمل وشامل عند 1= × لا يوجد حد أعلى شامل . 


15-15 (أم حد أ على وشامل عد ١‏ -». ( ب ) خد أعلى محلل وشامل عنه1- - :«( ج ) حد أدفى ( على ) عند 5- + = 
حد أعلى ( على ) عند 10 = بر 


۰ - ۱۷ (2- )6 =(٭)؟ پکون سالباً عند 2 > × موجب عند 2خ بر 
148-٠١‏ مقعر بالتحديد عند (©,0) ؛ محدب ( بالتحديد ) عند (0 ,ه-) , 
18-٠‏ ,1.9375 ع *5 عند 4.002 = 2۴ , 

٠١-1‏ ,2.356 35/4 ع ** e‏ 0393 - هزه ع م :3.926 ع 5ع 


FATE 


.4.005 - *ج عند ,1,905 ع *ير 


»9 — 1 
.02> '& 9 3.8953 ح *2 x* = 2.175, with‏ 
Y~‏ .2= * ج عند ,1,931 ع *ير 
f~ fe‏ .3 = € ;3.928 = *2 عند ,2.225 ع عير 


الفصيل الحادى عش 11 C8۸۴۲‏ 
18-1 0ع *2 ,04 د زم ,3ه زه ,25 - اع 


415-89 1-*2 تحدث عند نقط كثيرة أحدها 0 - 4ير ع بر 


9 -- 191 يوجد حد أدفى محلى عند ,24 #ويد ,12 > ويد. عند0,001157- > #ولكن لا يوجد حد أدنى شامل ( تقترب الدالة من مم 
عندما × ,ډیا تقترب هن الصفر من خلال قم سالبة ) . 


×1 = 7/3, <5 + تحدث عند نقط كثيرة أحدها .3/٭‎ 2* = ~0.6495 ١8-8 


xî =0, x= tl; 2° = 0.7358. 14-13 

e =~ ۹4‏ .11> د *م :1 ع زير ,1.496 م ليرب ير 

x1=2, x= 3; 2= ~1006. ET 
عه ع ع قير‎ 1 2*0: ۲ ~44 


N = 36597. ۳-۹‏ ,1980 ف .0.04 = x 107%, m‏ 147 = 4ر 


Hy = 2A. 6-1 


الفضل الثانى عشر 12 CHAPTER‏ 


15-5 تعظم تنيع رم مإ يماج 
علماً بأ 3-100 ير + ةبرج 
وود باو تعظم 3د - 12 سر معز 
علماً بأن 0ع 4 سير + ير 0 


~ TA — 


A — ۹¥‏ تصغیر ‏ 27~ ور25 + ی د رچ = ۾. 
علماً بأن 0 2 - ين + وعد 


عند : كل المتفيرات لا سلبية 


14-99 تمظم Ba + AXX ~ AXAN?‏ + 467 - 143 - 247 عدج 
علا يأن 0 1000 + xa ~ 12x‏ -- ج11 
4050 حو جوا 
050 كك یړ س 


عند : كل المتفيرات لا سلبية 


؟59-.؟ تعظم دا4 + و3 = ے 
علماً بأن 4>0-قير +قير 
450+ 5× دقع 


xı” 350‏ 
x+ 350‏ ~ 
عند كل المتغيرات لا سلبية 
¥ ~4 1ع *2 :0 م وير ,2 ع زر 
Y~ 94‏ 1- - *2 1- د ذيع ,0 - وير - زير 


x =0, x= 4, x = 17/3; 2" = 68/3. YF ~ 9 


x= x$=0; 2° =1. ¥4 ~4 


- ه۷ .2*17 ;۷2 = 3× x=‏ ,3/۷/2 = وي لتحقيق شرط اللاسلبية » خذ الأشارة الموجبة فى كل حالة . 
xfs VS, x =0; 2*25 ¥ —‏ 

۲ - ۷ 7.980 = *2 عن عدد من التقط , أحدهم 822 0 ع وير ,1911 = وبر ع فير 

۲ - ۲۸ 11 = *2 عبد ستة نقط أحدها 1 ع زيرك وير ,3ع وير ` 

x 352, x = 0217, x3 = 3.552; 2* = 3828 ۹-۲ 

۲ - ۳۰ لا يوجد حد أدنى شامل . 1< 2 عندما 0 +× > مع الاحتفاظ ب (ودولدم) ممكنة 

xf = 1.5, x= 05; 2* ع‎ 5.5. 1-۹4 

xf = 58.18, x3 = 40, x =0; 2= 3846 9-1 


— ۴A8 ¬ 


xf= xf = S000, xf =0; 2= 9x10, FF — ¥‏ ادوم 18 ع 0ه :08 د شه ,14 دقع 
“41م ,139 =2 xf = 107, xf = 280; 2*= 047. FY xf = 0.823, xf O91;‏ 


x= 13, x= 5; 2° = 2249. re 


.الفصل الثالث عشر : 13 C8۸۴۲۴۴‏ 


~24 14 127 e x تعظم‎ 1-1۴۳ 
z= r, X2, ±] 14 -14 -17 Xx f+ 10, 0, oj xa 
12 -17  -46 | وة‎ x3 


علما بان 0سش[ [x].‏ 12 و 11“ 
أ ]عاض |[1 1 o‏ 
- ] لال1 1- مه 


عند ,دك ,و , وذ لا سلبية . 


1000~ 0ه 0 0160 2100190606 9 11س 
40 0ه 00 !0 0 1101010 1 0 
0- |8 0ه 00 0+1 0 0 )1001~ 1~ 0 

Ã 1 1 1 

j Ee RET TRE TREES ا‎ e 0 
48 -28 241 0 00 1-1 0 0 1-11 0 0 0 
~98 28 34180 0 0 | 0 -1 0 | -9 1 1 0 
بهم‎ 34 921060010060 -1 !-12 1 -1 


Y سد‎ (Xi, X2, X3, S1, S2, B3, 1, B2, 3, O1, D2, 5] 


¥ wm flin, Ha, Uo, D1, V2, D3, X1, X2, X5, $1, S2, 3] 


xf = 58.18, x= 40, x +=.0; 2° x 38476. 1~ ¥ 
xel, x$=1; 2***3, 7 INA 


3329-18-16 عدثج ;176 xf e‏ ,2,882 عد 3ع ,25 ع وير 


)لز 285 114.6--. 209:0- 


علما بان 600000 x+ x=‏ كه 
0 000 10 ك و1.45x.+1.65x‏ + 1.75% 


4868 302.1 -2090 [x تصخر‎ 
z= [xn xa xs] | 3021 1979 -1146 | x» 


كل المتقيرات الاسلبية 


¬ A — 


e lfi] سم وممصم‎ 


A04" =1, ار‎ 0 [= 3i0 


1/200 
000 15- 0 
1.52 عل 3500 =2 
: ا 4- | : 
: 1 1 0 .6-4 

10-1۴ 425- ع دع أو 5= 4-(- اس ع 8ج +8 
الفصل الرابع عشر : 14 تامس 
۱-4 وم zm $0; x3 f xfe0, x2 Cp.‏ 


or xf 3 days, x1 fx x= lday ¥ ~4‏ يوم 2ج يم 3ع وير CX‏ 2 عم لير ,8675 ع عع 


xf =2, x= 1. 9 . ١6-55‏ ,0= إعع وز 9150 ع دج 


14-14 .2ع قلع ,12 ع زع ;$398 2° 
١6-4‏ .2ع قعد ,0م قعع ,3 عم لير :51 ع دير 
15-4 .0ع قه ,0ع عر ,1 » 3ع ,1 عدقع ,0 لع :130 س عع 
sf=3, x=, x =2 ۰ ١0-54‏ 


18-6 باستخدام الرموز فى المسألة ١4‏ - م نحصل على القم 2,1 ,4,3 ار 
mi (te) gS UG) 4) - (+ R()+ maf + 1}‏ 
عند 0ت و0 = (0@ 8 فإن درلار600 33§ = *2إما بشراء ماكينة ذات عمر سنة واحدة كل ممنة أو » بشراء ماكينة ذاثت 
عمر سئة واحتدة للسنوات الثلاث الأول والاحتفاظ ببذه الماكينات للسنة الرابعة . 
4 - 14 متغير الحالة للمرحلة #له القيمة أرم. ,1,2 » مم وهى الأعمار الممكبة للعربة فى الخدمة فى بداية العام أر. د ع : 
العائد المتوقع من الماكينة ذات عمر لا سنة مشتراه فى الرحلة × (ب)ي 
تكلفة احلا الماكينة ذاث عمر لا سنة مشتراه فى المرحلة £ بواحدة ك(س)بR‏ 
تكلفة صيائة الماكينة ذات عمر لا مببة مشتراه فى المرحلة × جدیده .` 
دع #ه- > (3),ة (عدد كبير سالب ٠)‏ لذلك » عند 1 ,2 ,3 ,4 ,5ز عبد 0 = () یزم 
يكون الحل حولار |000 826 ع فج عند احتفظ عد 4ب وإشترى الت وير احتفظ ع 9ب وأشترى > 9ج احنفط × 


my (u) = max {s(t Mya) mafa #1), 1(O)— M(O)— R-a(te) + دراج‎ )3(( 


~ FAY — 


6 


دع كل شغلة يناظر مرحلة » وحدد الحالة فى المزحلة ز بالرمز الثلائى (وة ,وه ,رة) حيث (,3 ,2 ,1 = جين ,ة 1,10 طبقاً لما يكون 
ولا يكون العامل 1 جاهزاً للتعيين للشغلة ز . لذلك 


Ca + cua}‏ رو + ورم : اقل + روم ,لوزت + يوه روو + در) آقل + رده ,وو + مو ,موه + دوع . أقل + ررم) أقل: د *ج 


ASE: 


ا 


تفضل الطريقة المجرية أكثر بكثير لمسائل التعيين الكبيرة 


دولار 980 4985 بانتاج ,6 ,3 ,2,3 حاسب . ( لاحظ أن الخصم قد غير السياسة الثلى ) . 


2 047 30تفس السياسة المثلى ا فى المسألة 14 1۸ 


الفصل الخامس عشر : 15 ۲88 C۸۸۴‏ 


{AD, BD, CE, DE, DG, EH, GF} ه1-م 13ح *2 للشجرة‎ 


4-48 
1١١-189 
41~16 
~18 
1۳~10 
14 - ۵ 
١م‎ -16 
١5-8 
¥ ~18 
A Y9 
4~ 18 


{AD, AC, DG, BF, BE, FG, GH, HI, GJ, HK, KL}. لعدد من الشجرات تحنوى‎ z*= 55 
{AB, BF, FO, GH, HK, KL). lll şi {AD, DG, GH, HK, KL} ill 2*= 25 

وحدة 14 ع *2 

وحدة 2*21 

وحدة 123 = *ج 

وحدة 2*17 

دولار 2400 = *50(2 وحدة عند دولار 48 لكل منهم) 

مبدئاً : إما : احتفظ ٠‏ احتفظ » احتفظ » احتفظ » اشترى » اشترى » لذلك اشترى عربة جديدة كل سنة . 
(a) 22; (c) 19‏ 00 

وحدة. 


يكون القطع (56 ,۴6 ,06 E6,‏ ,86) قيمة القطع › 1 تمثل حد أعلى فى المسار » وحيث أن المسار لوحدة واحدة مكنا 
( من المسألة ٠١‏ ه ) فيكون أعلى مسار . 


الفصل السادس عثر : 16 #4۴۲۸ 


1١-5 


(أ) ,8 .م8 تفضل عنها 82 غير مستفرة 


5 0810“ 1 10 
لاسن اوراصف 


لمم - 


۲-۹ 
— ¥ 
١-1-5‏ 
160-95 
15-555 
١-5‏ 
5آ- لم١‏ 
19-55 
اس و 
1-١و‏ 


(ب) 85 تفضل عنها 8١‏ تفضل عبا 82 . غير مستقرة 
0ه 1 12 e11‏ 
6ه )=¥ x=]‏ 


(ج ) ::8.:8 ,84 تفضل عبا 85 . مستقرة عند 1- > 0ج لاعب الصف يجب أن يستخدم 42 فقط ؛ لاعب: العمود يجب 
أن يستخدم و83 فقط 


. غير مستقرة‎ )( 
X* = ¥° = [27,47,17] G*= -—4f 


(ه) ولك تفضل عپا:2 , B1‏ تفضل عہا : و 
7 »م :0 [0,57,27] ع عي [2/7,5/7.0] ع ف 


(و) 4 ,دل ,44 تفضل عهم. 42 . مستقرة عند 0 05-2 , لاعب الصف جب أن يستخدم د4 فقط » لاعب الصف 
يجب أن يستخدم ,8 فقط . 


X° = [1/4, 3/4], ¥° = [3/4, 1/4, 0]; G° = 68.125‏ 
يجب أن يتمركز الحلين فى المدينة © , انحل 1 يأحذ 65 ف المائة من حجم العمل الكلى . 
أكتب عل ورقة صغيرة »42 على ثلاث ورقات صغيرة 44 على إحدى عشرة إسحب ورقه ( بالاخلال ) قبل كل لعبة , 


يستخدم الجيش حم طريق الغابة بإحمال 1/4٠‏ والأرض المنبسطة بإحهال :3/4 » بيجم الجيش فى أى من الطريقين بإحقال 1/2 
قيمة المبارة ( للجيش 8 ) هى ضربات 5/2 - *© 


يهجم الجيش الأزرق على المطار ذات 20 مليون دولار بالقوة الكاملة بإحهال 4/9: وبيجم على المطار الآخر بالقوة الكاملة بإحتهال 
59 يداقع الجيش الأحمر عن المطار الأغلى بالقوة الكافلة بإحهال 2/3 ويقسم قوته على الطارين بإحهال .1/3. مليون دولار 
E 6-4‏ 


كلاهما يجب أن يقدم 2 ياردة . 
95 بإحهال 0.53 والطريق الخلفى بإحال ,0.47. 
[4/9,5/9,0] ع *لا ,[5/12,7/120] ع ير 
من ب(۶,... ,1,2 = [) و ينتج أن (,¥)8- = (¥ ,50 لأى متجهين إحقال ذات أبغاد ٣‏ لذلك , 
(î - E(¥,‏ عل ل EO,‏ :9( آمل = رق 
O E = NM‏ ای - = (( )ع .آل ) اقل سے 


. بنظرية الأقل أكير . لذلك‎ 34, = Mn. 
Mı = Ma= 0= G* 


ل دولار .8025~ = ° 


~~ TAA — 


الفصل السابع عشر : 

1-1۷ لأحذ العرض بأسلوب أقل الأعلى أما منتصف الطريق » ليس داح الغرض بأسلوب التفاؤل . 
17-17 يتذ الضمان 96ؤ- 14 لا يأخذ العرض 
3٠-197‏ لا يمتد الضمان 


18-117 يتحول 


۲١ - ۷‏ أنظر الشكل 4-1 ( العائد بالالف دولار ) . لاختبار مرحلة الوقوف منفردا »ثم التحول إلى عملية جديدة فقط إذا كانت مرحلة 
الوقوف منفرداً ذات كفاءة . 


117 - ؟3 لا تطلب اختيار الكذب وأفصل أمين الخزينة . 
۷ - 7 إختبر السوق ء ثم تعامل على المستوى القومى فقط إذا كانت نتائج الاختبار ناجحة جداً أو بدرجة معقولة . 
لا - 4؟ 82250 دولار . 


- ۷ ب ۲۵ الاحتبار له قيمة صفرء أنظر الشكل 4-2 ( المائد بلألف دولار ) . 


¬ 5؟ قدره > (49)ع ,0.425 = )120 ,042 = )19( ,0.32 u(-15)= 0, u(-14)= 0.07, u(-4)= 0.31, u(-3)=‏ 
an )50(- 1‏ ,0.87 = (14- تقس الاجابة مثل المسألة ۱۷ - ٣٣‏ . 
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تف 
ص 78571 
ل ل 
د اك 
ف 40د 
ay‏ 
ل لحز 
N‏ 
سس دك 1625- 6 
0 مزد زد ل 1 
ي 1625~ ا 1 
O aE (J‏ الشكل ۸-2 
00 7 


u = 85, و ,55 عدوي‎ = “20 Y~ ¥ 
C(.34) = $2000 000, R(O.34)= $8 460000] YA — 1V 


¥ ~ 94 يعد عن المغامرة عند ( 10 , 15-) » لا أختلاف على المغامرة عند ( 31 ,10 ) » ييبحث عن المغامرة عند (50 , 1 


Fo ~ ¥‏ إعتبر موقفى تسب المفامرة دع( ,2 + 5ذ ) 213 ل العائد بالدولار المناظر لحالة الطبيعة نرقم ة. أ8 للقرار الحدد 18 . أزمز 
لمنقعة 885 بالرمز أنا واحهال 8 بالرمز أ۴ . وحيث أن دالة المنفعة هى محدبة بالتحديد » يكون معكوسها مقعراً بالتحديد . 
لذلك . 


C= fp + pata+ °+ pute) = pf (u:)+ pf (u) + °° “+ pf am) = E(D) 


وهو العائد بالدولار المتوقع من القرار ومن ثم + 0< ٥‏ -(7)ع ح جي وبالثل تلبت حالة البحث عن المغامرة» 


م١‎ ١# 


-130 45 0 


-90 “5 ~45 
-20 -0 
~5 -25 





۷ - ؟” بإستخمام جدو الاعتدار ا اختار ر2 بأسلوب أقل الأعلى » إما ,2 أو 2 بأسلوب التفائل و2 باسلوب منتصف الطاريق . 


- ۴۹ 


الفصل الثامن عشر ‏ فز #۸۴۲8۸ 
5-14 2 * دولار 77,40 ع (8) هذ عند سياسة 2,3 ,3 


7-4 2 دع الخالة نا لتكون العدد بالألف دولار للوحدات ف اليد . فإن دولار 2600 > 22) ,تة فى.ظل السياسة المثلى . 


aaa per 


AB AB AB. 





وهنا , © تمثل قرار عدم عمل أى استهار . 


. للسياسة‎ (= 0352220 A-4 





”4-34 * اجعل احتال عدم وجود بترول خداً أدنى . فيكون اعلى إجتال لوجود الزيت هو 0.4 = 1-0.6 *(8) -1 
بتخصيص كل النقود للموقع 1 . 


٠١ - 4‏ * الحالة دا هى. عدم الوحدات من العمل التى لم تستكمل بعد . لذلك يكون 5.0368 > (7::/00 ويكلون أحد السياسات المثلى 





١١ - 4‏ 2 ل الخالة د تمثل.عمر الماكينة الحالية . فإن دولا 3118.83 = (751101 قى ظل السياسة أنه دائماً نحتفظ با ماكينة 
الخالية( الشغالة ) . . 


٩١ - ۸‏ * الحالة له هى عدد الحاسيات فى المخزن . فإن دولار116 $127 = (0) ص تحت السياسة . 


4Y ~— 





4 - 9# 2 أعلى إعتادية هى 0.351 من 3 وحدات من العنصر 1 , 2 وحدة من العنصر 2 , 1 وحدة من العنصر 3 . 
١4 - ۸‏ * المقاولون من الباطن ,1 .2 ,3 يخصص لمم العناصر 2 ,1 ,3 على التوالى . ' 


8-4 ° 2غ 
عدذ وحدات الناعة المطلوبة لا ستكمال الجموع 6 ( من 0 إلى 6 بالعشرة ) ت e‏ 
الحد الأدنى لعدد الأيام المفقودة المتوقعة ابتداء من المرحلة ( اليوم ) ذ فى الحالة هه () ر 
. عد الأقراص المأخوذة فى اليوم ( من 0 إلى 5» لماذا ؟ ) ف بج 
3 عدد وحداتهالناعة الممتصة من عدد أقراص 6< © («)ثر 
احتهال فقد العمل فى اليوم التالي (يكافيء عدد الأيام المفقودة من العمل )2ت ()2 
لذلك لقم ,4 ,2,3 .1 > ار 0 
[(() - بعبره +(مام]  J‏ رارم 
عند (2,3= (j‏ 0< عند vith m,(u)se0‏ 


0 u0 5د‎ 
ms) = {10 wo «>0 


1 دع:‎ ١5-18 
عدد وحدات العمل المطلوبة لانماء المشروع 1 ( من 0 إلى 16 بالعشرة ) عه بع‎ 

عدد وحدات العمل المطلوبة لانباء مشروع 2 ( 0 إلى 23 بالعشرة ) 6ه م 

الحد الأدنى المتوقع لتكلفة استكمال كلا المشروعين المبتدئين عند الحالة ( اليوم ) (نة )رص 

فى الحالةا(2 ,8), 1 

عدم وحدات العمل المستكملة بالأطقم 2 للمشروع ¡ (1,2 > 6 (2)// 

عدد أطقم المقاول المعينون للمشروع 4 (1,2 - ) ته يبر 

عدد أطقم المقاول من الباطن المعينون للمشروع 1 (1,2=:) * ل 

1 1 لذلك عندا1,....5 = ز‎ 
my(u, w) = (0.95000) + (0.14000) + Js [1500(1 + y2) + mya — g(x, yı), o = g(x, [((ذر‎ 


„ fflity)  x=0,12,3,4 
Brn, yı) 05 كعد 01,4 +ر‎ 


f0) 0عيعد‎ 
82%2, y2) = foo + ya) + 0.a + جز‎ -1( x= 1 2,3,4, 5 


ويؤخذ الحد الأدنى لكل القم غير السلبية المحيحة ل لبور روي ,ي بحيث يكو 
6 كع ولا + جه 6 2 ربز + وير 5 عد يع + يعر 

ويكون الشرط التباثى عو 
uSO0O and o50‏ :0 
9< هم وحن 000 maki, 2)" [ oo‏ 


احيثك 


~ FAY — 


4 - ۹۷ عدد الوحدات النقدية المتبقية للتخصيص عي 


عدد الأصوا ات المكتسية مدقا م 
أعلى إحتال لكسب 100 صوت على الأقل ابتداء من المرحلة 
( الأولية ) ف فى الحالة '(0,/© . (u, 0) se‏ 
عدد الأصوات فى المرحلة ز Vm‏ 
إحجال كسب ز۷ إذا أنفي × وحدات نقدية فى المرحلة ٠‏ =(ي)رو 
لذلك م 
x, o}‏ — عفادمو" | جايي -1] + زرلا جد د - متادمر#(عارص) ب مكاي o)™=‏ قار 
قم 5ا[ 
v < 100‏ 0 
10 ده 1 ™ mau o)‏ 


القم الممكنة ل ؛ عى © للمرحلة 1 , 0 , 89 للمرحلة 2 ,0 , 69 , 89 , 158 للحالة 3 » وهكذا . 


الفعبل الناسع عشر : 19 C۸۴۲8‏ 

0 1 
١0-84‏ تصادق » غير عادى » تسادفة مائية 0 !]+ 
۱٩ - 4‏ غير تضادق 
١-5‏ غير تصادق 
.۸ تصادق س غير عادى ‏ غير تصادفية نبائية . 


۹ - ۱۹ تمادق ہہ غير عادى ب وتصنادفية نائية 


عملا 


سروه 
Soo‏ 
omoo‏ 


8-8 


84 - ۲۰ تصبادفى . عادى , تصادفية مائية 


9 17 19 1 
9 17 19 عع بق 
9 17 19 


. تصادف , غير عادى . تصادفية نبائية‎ 5١١-94 


موه 


ِ 
0_0 
سم ضرم قط 
ooo‏ 
لسا 


- 4 - 


۴-۹ 
۴-۹4 
~14 
هو‎ 8 
۹-4 
¥ ~94 
A— 14 
4-۱4 
¥ - 4 
¥ — 4 
4-14 


378 


3 / 4 أو تقرياً 31 فى الائة من الزمن . 
2, 0,14 , 0.154 , 0.151 , 012162 . 


(أ) تقريياً 34 بعلا 31 مسعفون » 18 باسراير » 17 موت . 
( ب ) تفريياأ 65 إخلاء » 35 موت . 


7/2 فى حالة جيدة , 12 /.5 في حالة متوسطة . 
OED‏ 


8 حدد أحد الا الصا مل امل 1 إن لا 5ف الوضع 1 /1) ؛ اسار ى باق اممف الأول . أى قوى ل‎ ١ 
. سيكون 4 نفس الصف الأول‎ 


بسبب أن 1 = ۷ هى قيمة أيجن ل ”ض » تكون أيضاً قيمة أيمر. بي 6 ر للمصفوفتين نفس معادلة القبيز ) . 


أئبت أولاً بالحث » أن معجه أججن التابع لقم أيبن الحددة ف. 2 هى خطية مستقلة . ثم إنشىء 84 من معجهات أبن 21 الخطية 
المستقلة , ١‏ 


أنظر المسألة: 16-16 . 


الفعسل العشرون 2 #۸۴۲8۸ 


\F ~ o 


Ee 


أى كتكوت يحفظ أكثر من 5 أصابيع لا ينتج أكثر من 7 سنتاً أعلى من كتكوت عمره 5 أسابيع . وهذا اقل من 10 سنت ربح 
تفاضلى ناتج من إحلال كتكؤت عمر 5 سابیع بکنکوت مولود حديثاً وبيغه بعد أسبوع . والسياسة امثلى هى ابيع عندما تكون 
الكتتاكيت ذات عمر 3 أسبوع . هنا معدل الفائدة الأسبوعى نحصل عليه بحل 1.09 = 2( + 1) » ویکون 0.00 = 1 


3 1 
ومن م6 19 م سنس عد بها 





- #88 ~~ 


٠‏ - 18 الحالة 1 : أدخل السنة بماكيئة عمرها 1 سنة 
الحالة 2 : أدخل السنة بماكينة غمرها 2 سنة 
الحالة 3 : أدخط, السنة بتأجير ماكينة عمرها 1 سنة 
الحالة 4 : أدخل السئة بتأجير ماكينة عمرها 2 سنة 





١ - ١‏ إذا رمزت 1 إلى مصفوفة أحادية 27 »ا لز 
Ym [PV(1); PVO), ..., PV(NJT‏ 


يمكن كتابة ( ۲۰ = ۲ ) کا 
عورزم 
ar 2‏ : 
مصفوفة المعاملات بالطرف الأيسر يمكن أن تكون صفرية إذا كان. /1 مساوية,.ه , وهى قيمة أيمن.ل 2 ولكن 
1< بوط 
20 
بينا ( البطرية 19 - 1)1١‏ 1+ 1 - 1ع إها 


PVG) = $13 565. 1¥ ~ ۲۰‏ ,513065 - (2)/ا2 ,912665 ع (1)ناط 


NA 1 





. 1 أضيط الماكينة عندما لا تكون فى الحالة‎ ١۹ - ٠١ 


٠١ - ٠‏ الحالات هى عد الأجزاء بلمخزن يوم السبت مسائً . قبل طلب أى أجزاء جديدة 


1~ 





¬ ۳۹7٩ = 


ل وو 





. يرق الذين هم تقديرات 16 , 17 , 18 فقط‎ Fm fo 


الفصل الواحد والعشرين : 21 CHAPTER‏ 


0.9000, 1.23 ١8-5 0.5204, 8.166, 81.66, 0~ +9 

0.0341, 4.30 ١9-١ 0.9272, 66.69, 6669 ١١-5 

ET 0.0621, 3.1, 12.1 ١9-9‏ 0ه -(12)هم -1 فالدقيقة (2/3) »مر 
۳-44 2.25 9 - ¥ 0.1034 

0.1815. عضو‎ ٩ - ۹ عربة..‎ 132805 ١4-15 

A= 14, = 27, 4895 F-4 بيرم‎ 0-۹ 

15-9 .0.029 0-1 ( ا)۸ (ب) نعم 


Adar +Azdt= Ai +ADAÊ. ¥ — 4 0.5064, 2.48. 1¥ ~ 4 


الفصل الثاني والعشرين : 2 01۸۴۲8۸ ' 


١ - ١‏ (أ) الأفراد الباحثين عن الطعام » ( ب ) مقدم الطعام والخزينة ( ج ) صف واحد بعدد مقدمى خذمة على التوالى » بنظام 
۴0 , طاقة غير محدودة إذا سمح بالأنتظار خارج الكافيتريا . 


. (أ) الأفراد الراغيين ف الحلاقة , ( ب ) الحلاقين » ( ج ) اثنين مقدمى خدمة , 8150 , طاقة مدودة بسبعة‎ ۷ - ١ 


. أ ) الأفراد الراغبين البترين ء ( ب ) العملاء بالحطة . ( ج ) ثلاثة مقدمى‎ ( AY 
. مقدمى حدمة » 5150 , طاقة محدودة إذا لم يسمح بالانتظار خارج انحطة‎ 


٩ - ١‏ (أ) الطائرات البنظرة المبوط . ( ب ) الممرات : ( ج ) عموماً » مقدم خدمة واحد » يأسبقية للطائرات المضطرة 
للهبوط ؛ ( وإلا FF‏ ) » طاقة غير محدودة ‏ 0 ب 
س ۷ 


. (أ) عربات » ( ب ) جامع العبلات ؛ ( ج ) عدد مقدمى خدمة بعدد جامجی العملات » ۴|۴۵ » طاقة غير محدودة‎ ٠١-5 


١ - ۷‏ (أ) الأعمال التى ستكتب , ( ب ) غامل الآلات الكاتبة » ( ج ) مقدمى خدمة بعدد كاتبى الآله . يمكن أن يكون الصف 
5150 أو 581 ( بأسبقية:تغطى الأعمال بواسطة الادارة أو بالتخضيص السريع ) » طاقة غير حددة . 


18-9 (أ) القرات ء ( ب ) أماكن الأفراد قى حامق الجنود » ( ج) مقدمى خدمة بعدد المحلات » بأسبقية بالرتبة » طاقة غير 
محدودة . 


ل (أ) الحالات ؛ ( ب ) القاضى . ( ج ) مقدم خجدمة واحد غالبا 150 طاقة غير حدودة . 
14-4 (أ) 10:18, 9:30 رسع 1.033( ج( 2.533 

' ) (أ) 4 ( ب ) 16 ( لآ تحتو على الثلاثة أعمال التى تصل عند عباية الدورة‎ e~ 

۴ ۹ 0 فغ 


) خهمسة ( لا تتضمن العميل الذى لا يسمح له بالدخول فى 60 دقيقة‎ \V ~— FY 


الفصل الثالث والعشرين 25 ممم . 

(a) 2.25, (b) 4.5 min, (e) 0.062, (4) 0.25 ¢ — YF 
(4)2, (6) 133,(e) 1h, (4) 0.368 10 - YF 

a) 2.25, {b) 2.25 min, (c) 3 min, (d) 0.178 1% ~ # 
(a) 0:9, (b) 1.5, (e) 0.7364, (4) 0.0776 9% — YF 

{4) 0.528, (b).0.2, (¢) 0.632 1۸ — YY 

$1680 14% ~ ¥ 

۴ - ۲۰ نعم بوفر یومی متوقع 105 دولار 

۴ - 49 116 قدم مريع . 


۳ ب ۲۴ لا شی غل 1 أو W‏ :14 تخقض ب 3/2 


YF‏ م زو قلعم 


Yg ¥‏ اثزم-1) 


~ FAA — 


۴ - ۹ العدل المتوقع للاتتقال إلى الحالة « هو (0 n=‏ إذا كانت ,صم paca (or‏ +1 اه 
(0 = و إذا کانت تام A‏ +0) مصعم + | مسناواة هذه » القسمة على عم تعطى ( 2.۲1 ) للمسألة ۲۴۳ - ۷ 


0ف - رمم 


1-22 VV ~— ¥ 


۴ - ۲۸ من نظرية ١ - ١‏ يكون مشار المغادرة عملية بواسون عندما يكون مقدم الخدمة مشغولاً . وهذه هى الحالة التى فيا السبة ۴" 
من الزمن » ومن ثم » العدد المتوقع للمغادرة فى وحدة الزمن يكون : 


pe + (1~ pXO)= A 


الفصل الرابع والعشرون 2% CHF E^‏ 

)6( 1/3, )6( 16/45 1١1١-4 

(a) 23.5 s, (b) 0.1420, (c) 3.987 \¥ = 4 

١۴ - 4‏ بالنظام الجديد. ينقض الوقت الضائع للنوظف من 66.67 إلى 60 فى الماثة » .2 تنخفض من 1 -(24 إلى .09524. 
(a)0.025, (b) 0.3, (e) 0.675 ١4 - f‏ 

. ب ) 8 ق » ( ج25 دولار فى الساعة‎ (Î) 1١8-14 

١ - 4‏ (أ) 13 ساعة 4 ق » ( بع 495.488 دولار فى اليوم . 

١۷ - 4‏ لا . التكلفة الجديدة ستكون 213.33 دولار من إعادة الأوتوبيس بدون خدمة » بالأضافة إلى 300 دولار للطاقم الجديد . 
4 - ۹۸ (أع 33 ف الماثة » ( ب ) 1.32 فى اليوم 

Yg‏ — 41% 'تط 50.4 (»» :46.4 (0) ,290 (م) 


(a) 2.089, (b) 6 متم‎ 486. 5١ - 4 


4 - ١؟‏ طلس 2:94 (ط) .277 (6) 


pn = (O8 o", (= 1,2,...) 007‏ و 


(a) 1.53, (b) 4.72. دقيقة‎ ¥ - 4 


6؟ - 4؟ ف الساعة 83.72 (ع)ث14 دقيقة 3 (5) ,1.51 () 


ووم د 


۲١ - ۴‏ طبقا ل ( ۲١‏ س ١‏ ) تفحقق دلالة الحالة المستقرة ( أنظر المسألة +5 - ۲١‏ ) إذا حدئت الخطوات لأعلى فى الحالة ١‏ ولأسفل 
من الحالة 8 بيفس المعدل المتوقع 1 


u f‏ +0641 م بم ,0.0854 عدوم ,0.1139 عدوم ,0.1518 > وم ,02024 ع يم ديم ,0.1350 - رم ,0.0450 ع وم 


L=p, We LA اا ع‎ Wg =0, lL, =0. ¥ — £ 
(a) 350, (b) 0.368. FY — 1؟‎ 


e‏ [ ري م ]| -مم 


وعم 
(f \eeY'ro (=1 ...,8)‏ 
"وو Ny!‏ 1" 
oR 2T Po (Mnes+1l,s+2,...,No)‏ 
عندما +0 | تقثرب هذه الاصطلاخات من ( 4؟ - ه) ء ( ۲۶ - ٦‏ ) علماً بأن 1> م 
تقر من ( ا 


4 - ۴ (أ) 5.87 ( ب) 16 فى المائة . 


4 وم دع بك إعذد العملاء ف الخدمة عندما تكون الالة 2| (... ,1,2 = )١‏ 


1 1 1 
3= WW = (L~ La) [E mw.- ğe- عاك‎ [ 
- 5 ا وم - -40- مك‎ p= 2 0- - قمم‎ 


ميهد 


قائمة بأهم المصطلحات العلمية 


ع2 
إزدواجية Duality‏ 
اعفلية 1 Optimization‏ 
اقعبي ميل صعود Steepest ascent‏ 
أوزان جزائية Penalty weight‏ 
اتجاهات ممكنة Feasible directions‏ 
أماكن شحن Jumetion‏ 
إمداد Supply‏ 
احتياجات Demand‏ 
أحادى الفوذج Unimodal‏ 
اسلو بب البحث التابعى ( التسلسل ) Sequential search‏ 
اعتهاد خطى Linear dependence‏ 
استقلال خبطي Linear independence‏ 
إزدواج Dual‏ 
إزجواجات متائلة Symmetric duals‏ 
أوللى Primal‏ 
أماكن وصول Destinations‏ 
ايار الأمثلية Optimality test‏ 
أقل أعلى Minimax‏ 
أغراض Objects‏ 
أغراض محددة Distinct objects‏ 
آفاق غير محدودة UÛRbounded horizons‏ 
أثماط وضول Arrival Patterns‏ 
فاط حدمة Service patterns‏ 
أقواس Am‏ 
استراتيجية Strategy,‏ 
استراتيجية مطلقة Pure strategy‏ 
استراتيجية مختلطة Mixed strategy‏ 
أعلى استراتيجية Maximum strategy‏ 
(ب) ْ 0 
برتاڅ رياضى Matheihatical program‏ 
برناج ی Linear prograin‏ 
برناچ غر حطی Nonlinear program‏ 
ار ناجم أعداد ية Integer program’‏ 
برناج تربیعي Quadratic program‏ 
يحبيث الفط Pattern search‏ 
کٹ فییو نا کس Fibonacci search‏ 
بمث فترة العلاث Three-point iitetval search‏ 
بحمث المتوسيط الذهبى Golden mean search‏ 
باحمثه عن المجازفة Risk seeking‏ 


Systematically بنسق‎ 


س | ہ ڳاجس 


تفريع وتحديد Branch & Bounding‏ 
تصغير Minimization‏ 
تعظم Maximization‏ 
تربيحي 1 Quadratic‏ 
تفاوت محدد مسيقاً Prescribed tolerance‏ 
تقترب Converge‏ 
تخركات استكفافية Exploratory moves‏ 
تشويش Perturbation‏ 
تفضيل ( سيطر 0 Pominance‏ 
تكلفة الظل Shadow Cost‏ 
کو ى ين 5 ۳ Comt‏ 4 8 0 1 
توزيعات الحالات. المحددة ‘Limiting state distributions‏ 
توز ع Distr ibution‏ 
توزيع نہانی Limiting distribution‏ 
توزيع أولى fnitial distribution‏ 
تصنادفية نبائية ( أرجودية ) Ergodic‏ 
تزا احم Balking ing‏ 
لیل بورتفوليو : Portfolio analysis‏ 
تباین Variance‏ 
ان مشترك Covariance‏ 
لیل شبكات Network analysis‏ 
تفريعات Branches ١‏ 
تدفق أعلى 1 Maximal flow‏ 
تر کات Moves‏ 
تر كات مضادة Counter moves‏ 
تقارب | Convergence‏ 
١م‏ 
اة ( مؤكدة) Deterministic‏ 
)چ( : 
جدول بيبانا Tableau‏ 
جدول زميق Sehedule‏ 
جدو ل المياسة Poliey table‏ 


حل أل 

حل بمكن 

حل أولى 

ح ركة نط 

مث رياضى 

لق 

حالات محدده ( ميزه ) ' 


حالة السبكون ( الاستقرار ) 
حالانت الطبيعة 


سعر المتصيم 
خبط الرحملة 
حد أسفل 


دالة 
دوال مقعرة 
دوال لاجر م 
دوال جرائية 
دالة إضباد الاجهال 
دالة التراحم 
دالة العخماى 
دلالة أقل الأعلى ( مقياس ) 
دلالة تقطة متصف الطريق ( مقياى ): 
دلالة التفاؤل 
دلالة سابقة 
دلالة لاحقة 
دلالة القرارات البسيطة 


زمن بين الوصول 

سالبة مو كدة 

صالبة نصف مو كدة 
سلاسل ما ركوف احدودة 


(E) 


(خ) 


(ز) 


( ص 


سے E۴‏ سے 


Optimal solution 
Feasible solution 

Initial sohıtion 

Patter move 
Mathematical induction 
Loop 

Distinct states 

Simulate’ 

Steady State 

State of nature 


Linear 
Discounting 
Itinerary 
Lower bound 


Function 

Concave functions 
Lagrange functions 
Penalty functions 
Probability generating function 
Balking function 

Reneging function 
Minimax criterion 

Middle of the road criterion 
Optimistic criterion 

Priori triterion 

Postriori criterion 

Naive decision criterion 


interarrival time 
Negative difinite 


Negative semi - definite 
Finite Markov Chain 


سكون ( ساكن ) 
سياسة 
سياسة مثلي 


ساذج 


.| شروط نبائية 
شبكة 
شجرة القرار. 
شامل 
شريحة خطية 


صادق ( موکد ) 
صف 

ضصدق الندسة التحليلية 
صيغة قياسية 

ضيغة 


ضرب لاحق 
ضرب سابق 


طريقة أقرب جار 
طريقة المرحلنين 
طرق القطع 
رة اقل 
طاقة التظام. 

طاقة غير محدودة 
طاقة محلو دة 


عينات عشوائية 

عامل الرغبة 

عمليات ماركوف 
عمليات ثابتة ( مؤكدة ) 
عاك 

عمليات ميلاد وموت 
غمليات ميلاه مطلفة 
عمليات موت مطلقة 


(ص) 


( ض) 


رط 


(E) 


سے ٥ E‏ س 


Stationary 
Policy 
Optimal Policy 
Dorninance 
Naive 


Limit condition 
Net work . 
Decision tree 
Global 

Line segment 


Significant 

Queue 

Waiting tine 

Row 

Geometrical significance 
Standard form 

Formula 

Recursive formula 


Post multiply 
Premltiply 


Nearest neighbour method 
Two-phase method 

Cut algorithm 
Transportation algorithm 
System Capacity 

Infinite Capacity 

Finite Capacity 


Integer 

Random sampling 
Desirability 
Randomness 

Markov processes 
Deterministic processes 
Discounted return 
Birth-death processes 
Pure birth process 
Pure death Process 


عمليات اليلاد اخطية لا ر كوف Linear Markovian birth process‏ 


عمليات الوت الفطية لا ر كوف Linear Markovian death process‏ 
عمليات الميلاد والموث العامة لما ركوف Generalised Markovian birtı death process‏ 
عملية المالة المعتصدة 710655 State-dependent‏ 
عمليات القراراث المتعددة المراحل ْ 1 Miulti-stage decision process‏ 
عکس Recursive‏ 
عقدة Node‏ 
علاقة تگرارية «متتماعء مم11 
عملای 3 Customers‏ 
(E)‏ 
غير تحدودة ( لا نبائية ) Infinite‏ 
(فض) 
قات عدبة Convex sets‏ 
(ق) 
قیود Constrains‏ 
قيود غير واضحة Hidden conditions‏ 
قوی مضاعفة Fowers‏ 
قرار Decision‏ 
قرار مفضل Recommended decision‏ 
22 
كنافة المواصلات Traffic intensity‏ 
كمية مقياضية ( غير متجهة ) Scalar‏ 
لا سلنى (ل) Non negative‏ 
لا ينحرف Non degenerate‏ 
لعب الليظ - Lotteries‏ 
لوو ( لو وفقط لو ) IFF (IF and only IF)‏ 
)£( 
متخير مساعد (: كاصد ) Slack variable‏ 
متغير زائد Surplus variable‏ 
ممكية Feasible‏ 
متبايبة Inequality ٠٠‏ 
متساوية Equality‏ 
متغير سناع Artificial variable‏ 
مجه Yector‏ 
معكوس ( للعصفوفة ) Transposed‏ 
مصفوفة أحادية Hdentity matrix‏ 
.معدلة Updated‏ 
مکهب زائد Hypercube‏ 
متباينانت مفكوسة Reversed inequalities‏ 
عقة :5 Directional derivatives‏ 


'مشتقة توجيبية 


سے 5986 بد 


مقلوب. المضفوفة 
معكوس المصفوفة 
متحي أبى 3 
مربعاث الصغرى 
مضروبات لا جراج | 
مصفوفات جاكوب ٠‏ 
مؤهلات مقيدة "١‏ 
مدخل 

مشكلة البحار المسافر 
مقعرة بالتبحديد 

محدية بالتبحديد 

متحدد المتغيرات 

متجهة متابرج 

مصفوفة جس 

محددات 

مید 

مغلق 

منفعة معدلة 

مكاقء مو كد 

محازفة أولية 

متساوى الجازفة 
مصقوفة الاعتذار 
مصفوفة الانتقال 
متجهة التوزيع 

مصفوفة عشوائية عبائية (أرجودية) 
مصفوفة النبايات 
مصضفوفة عادية 

معادلة القبيز 

مضبروبات مقياسية 

: 

موت 

معدل ميلاة: 

معدل موت 

مغادلات. كو مو جوروف 
من يقدمون الخدمة 

من يضل أؤلاً مخدم أولاً 
من يطلل يرا يندم أو 
عا 





س ٤۰۹۹‏ ست 


Inverse matrix 
Trahsposêd matrix 
Exponential curve 
Least squares 
Lagrange multipliers 
Jacobian matrix 
Constraint qualifications 
Approach 
‘Travelling salestnan problem 
Single variable 
Strictly concave 
Strictly convex 
Multivariable 
Gradiet vector 
Hessian matrix 
Determinants 
Bounded 

Closed 

Partial derivative 
Norrnalised utility 
Certainty equivalent 
Risk premium 

Risk indifferent 
Regret matrix 
Transition matrix 
Stochastic matrix 
Distribution vector 
Ergodic matrix 
Limit matrix 
Regular matrix 
Characteristic equation 
Scalar multipliers 
Dominaled 

Birth 

Death 

Birth rate 

Death rate 
Kolmogorov equations 
Servers 

FIFO 

LIFO 

Simulation 


مولدات ر قام عشوائية 
م /م ١/‏ 
معامل استمخدام 
معادلات اتزان 

مرحلة 

موجه 

مهسب 

مدر 

مباراة صفرية 

مبار أ يبن شخصين 
مبارأة المصفوفات 
مضفوفة الربحية ( العائد ) 
معجه الأحتال 

مباراة مستقرة 

مباراة غير مستقرة 
مياراة عادله 

مياراة مائلة 

مصفوفة عائد 

منفهه 


نقط إتصال 

موذج أحادي 

نقط ساكنة 

نقل بالشحن 

نهاية ( عا ) 

نظم الصفوف 

نماذج المحاكاة 

نطاق أدني 

نقط طرفية 

نظرية الأشكال البيانية 


20) 


رهم 


(و) 


( ی 


ل ¥ س 


Random number generator 
M/M/1 
Utilisation factor 
Balance equations 
Stage 

Oriented 

Sink 

Source 

Zero-sum game 
Two person game 
Matrix game 
Pay-off matrix 
Probability vector 
Stable game 
Unstable game 
Fair game 
Symmetric game 
Gain matrix 
Utility 


Junction 
Unimodal 
Stationary Points 
Transshipment 
Limit 

Queuing systen 
Simulation models 
Minimum span 
Extreme points 
Graph theory 


Objective 


Utility units {utilities ) 
Dummy 

Fictitious 

Links 

Unique 


Degenerate 
Risk diverse 


جحد ادن 


رموز وحدات القياس 
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